


摘要

非线性分数阶薛定谔波动方程的两类保结构数值方法

专业:数学

研究生: 刘洋 指导教师: 冉茂华教授

摘要 非线性分数阶薛定谔波动方程 (NFSWEs)在非线性光学、水波动力学等物理

领域有着广泛应用,并具有重要的守恒特性. 然而,针对该方程数值方法的研究还主要集

中于一维问题且有不超过二阶的时间精度. 更重要的是, 现有方法只能保连续系统的修

正能量. 鉴于此, 本文为二维非线性分数阶薛定谔波动方程分别构建了一类具有高阶时

间精度的显式能量守恒方法和一类能够同时保持原始能量和质量的数值方法.

首先, 针对具有周期性边界条件的二维非线性分数阶薛定谔波动方程, 考虑到显式

松弛 Runge-Kutta 方法仅适用于二次形式能量的限制, 本文借助于标量辅助变量方法将

其转化为一个等价系统, 使其四次形式的能量被表述为三个二次项和的形式. 随后在时

空方向上分别采用显式松弛 Runge-Kutta方法和傅里叶拟谱方法对获得的等价系统进行

离散, 构造了一类在时间方向上具有和所采用的 Runge-Kutta方法精度相同的高阶显式

能量守恒方法. 该方法能够直接应用到分数阶 Klein-Gordon-Schrödinger 方程等类似方

程. 数值实验验证了该方法的长时间数值稳定性.

为了构造能够同时保持系统多个原始不变量的数值方法,本文还基于分数阶拉普拉

斯泛函变分原理推导出二维非线性分数阶薛定谔波动方程的哈密顿结构. 随后, 联合分

区平均向量场方法和傅里叶拟谱方法构造了一个新的守恒数值方法. 与其他格式的比较

结果表明,本文提出的方法能更好地保持系统的多个原始不变量.

关键词: 薛定谔波动方程;哈密顿系统;标量辅助变量方法;松弛龙格库塔方法;分

区平均向量场方法;傅里叶拟谱方法
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ABSTRACT

Two Classes of Structure-Preserving Numerical Methods
for the Nonlinear Fractional Schrödinger Wave Equations

Major: Mathematics

Master: Liu Yang Supervisor: Professor Ran Maohua

Abstract Nonlinear fractional Schrödinger wave equations (NFSWEs) is widely used in

nonlinear optics, water wave dynamics and other physics fields, and it has important conser-

vation properties. However, the study of numerical methods for this equation mainly focuses

on one-dimensional problems and has no more than second-order time accuracy. More impor-

tantly, existing methods can only preserve certain modified energy of the continuous system. In

view of this, this thesis constructs a class of high-order explicit energy conservation methods

and numerical methods that can preserve both the original energy and mass for two-dimensional

nonlinear fractional Schrödinger wave equations.

Firstly, considering that the explicit relaxation Runge-Kutta method is only applicable

to the quadratic form energy, this thesis transforms the two-dimensional nonlinear fractional

Schrödinger wave equations with periodic boundary conditions into an equivalent system by

means of the scalar auxiliary variable approach, so that the energy of the continuous system is

expressed in the form of the sum of three quadratic terms. Then, the resulting equivalent system

is discretized by the explicit relaxation Runge-Kutta method and the Fourier pseudo-spectral

method respectively. As a result, a class of explicit energy conservation methods with the same

accuracy as the used Runge-Kutta method in time is developed. This idea can be directly gener-

alized to similar equations, such as the fractional Klein-Gordon-Schrödinger equations. Finally,

the long-term numerical stability of the proposed method is verified by numerical experiments.

Furthermore, to construct numerical methods that can simultaneously preserve multiple

original invariants of the continuous system, this thesis also derives the Hamiltonian structure

of the two-dimensional nonlinear fractional Schrödinger wave equations based on the fractional

Laplacian functional variational principle. By combining the partitioned averaged vector field

methods with the Fourier pseudo-spectral method, a novel conservation numerical method is

developed. Finally, numerical results compared with other methods show that the proposed
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method can better preserve multiple original invariants of the continuous system.

Keywords: Schrödinger wave equations; Hamiltonian system; Scalar auxiliary variable

method; Relaxation Runge-Kutta methods; Partitioned averaged vector field methods; Fourier

pseudo-spectral method
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1绪论

1 绪论

1.1 研究意义

分数阶微积分理论是研究任意阶微分和积分的数学分支分数阶微积分理论是研究

任意阶微分和积分的数学分支, 也是整数阶微积分理论的拓展. 这一理论起源于 17 世

纪末, 经过三个世纪的不懈努力, 包括 Riemann-Liouville、Grüwald-Letnikov、Caputo和

Riesz 在内的多种分数阶微积分理论逐渐形成[1]. 尽管分数阶微积分的物理和几何解释

存在挑战, 但近几十年来, 多个学科领域的研究表明, 与整数阶微分方程相比, 分数阶微

分方程的保记忆性能更有效地描述某些复杂问题. 目前, 分数阶微分方程已广泛应用于

物理学、化学、生物学、水文学、混沌理论、复杂粘弹性材料、系统控制、信号处理、经

济学等领域的诸多问题[2–9].

非线性分数阶薛定谔波动方程 (NFSWEs) 是对经典整数阶薛定谔波动方程的推广.

后者在Klein-Gordon方程的非相对论极限 [10, 11]、等离子体中的 Langmuir波包络近似 [12]

以及光子弹的 Sine-Gordon方程的调制平面脉冲近似 [13, 14] 等物理场景中具有广泛应用,

并且已得到深入研究[15–18]. 鉴于 NFSWEs中的分数阶拉普拉斯算子的非局部性,使其能

更好地描述许多经典薛定谔波动方程无法描述的新现象. 然而,这也给 NFSWEs的数值

求解带来了挑战.此外,与其他许多基于物理场景的微分模型一样, NFSWEs也具有一些

守恒性质. 因此, 构造有类似离散结构的保结构数值方法尤为重要, 甚至在某些领域, 保

留原始微分方程的某些不变性质的能力已成为评估数值模拟成功与否的标准 [19, 20]. 鉴

于 NFSWEs 的双重重要性, 本文旨在构造两类求解二维 NFSWEs 的高效保结构数值方

法.

1.2 研究背景与发展现状

非线性薛定谔方程是非线性科学中极具普适性的基本方程,在众多物理学领域都有

着广泛的应用.其重要性引起了学术界的普遍关注. 基于有限差分法、有限元法[21]、间断

有限元法[22] 、谱方法[23] 的各类保结构数值方法被不断提出. 就有限差分方法而言, Bao

等人[16] 建立了整数阶薛定谔波动方程在有限差分方法下误差限适用于一维、二维和三

维情形的一致误差估计. Wang 和 Zhang[24] 针对一类薛定谔波动方程初边值问题, 给出

了一些新的守恒格式. 利用 Leray-Schauder不动点定理证明了有限差分格式解的存在性,

并在能量范数下证明了 O(h2 + τ 2)阶差分解的唯一性、稳定性和收敛性. Zhang等人[15]

提出了一种四层显式的保结构有限差分格式,并证明了其收敛性和稳定性. Li等人[25] 针

对具有周期性边界条件的非线性整数阶薛定谔波动方程,构造了一个保结构的三层紧格

1
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式,并基于能量法证明了该格式在最大模范数下 O(h4 + τ 2)阶的无条件稳定性和收敛性.

Wang 等人[26] 采用正交样条配置法结合有限差分法给出了离散时间正交样条的配置格

式,并从理论上分析了这些格式的守恒性、收敛性和稳定性. Guo等人[27] 在时空方向上

分别应用局部不连续伽辽金方法、Crank-Nicholson格式进行离散,建立了能量守恒的全

离散格式. 随着分数阶微积分的发展,研究者开始重视分数阶模型的研究. 例如, Wang和

Xiao [28] 首先为非线性耦合分数阶薛定谔方程构造了一种质量守恒的 Crank-Nicolson格

式, 然后, 他们进一步提出了一种线性隐式格式, 该格式保持修正后质量和能量[29] . Ran

和 Zhang [30] 提出了隐式及线性差分格式, 分别保持非线性强耦合分数阶薛定谔方程原

始和修正的质量和能量. Wang和 Huang [31, 32] 推导出分数阶薛定谔方程的能量和质量守

恒的 Crank-Nicolson差分格式和线性差分格式. Wang等人 [33] 提出了一种用于二维非线

性空间分数阶薛定谔方程的分步谱伽辽金方法,该方法仅保持离散质量. 针对 NFSWEs,

Ran 和 Zhang [34] 首先构造了一种三层线性隐式差分格式 (Line-Impl) , 它能很好地保持

修正后的质量和能量. Li和 Zhao [35] 结合 Crank-Nicolson方法与伽辽金有限元方法以节

省计算成本,设计了具有循环预调节器的快速 Krylov子空间求解器. Pan等人[36] 构建了

一个空间四阶精度的三层线性隐式差分格式, 并通过能量方法严格证明了该方法在 L∞

范数下的唯一可解性、无条件稳定性和收敛性. Cheng和 Qin [37]提出了一种基于标量辅

助变量 (SAV)方法的线性隐式守恒格式, 该数值格式仅保持修正后的能量. Hu等人 [38]

分别在时间上应用 Crank-Nicolson、SAV和 ESAV方法, 提出了三种能量守恒的谱伽辽

金方法. Zhang和 Ran [39] 提出并分析了基于三角 SAV(T-SAV)方法的更高阶能量守恒差

分格式.

如表 1.1 所示, 尽管对于 NFSWEs 的数值算法已有不少研究工作, 但大多数方法仅

关注一维情况, 且在时间方向的精度未超过二阶, 甚至是完全隐式的. 此外, 目前提出的

方法仅能保持修正后的能量和 (或)质量. 这意味着仍然存在许多值得优化的地方,尤其

是在高维情况下,需要高效、准确、显式以及能够同时保持原始能量和质量的数值方法.

表 1.1 NFSWEs已有保结构方法对比

文献 维度 空间精度 时间精度 能量守恒 质量守恒

2016 , Ran[34] 1维 2阶 2阶 修正能量 修正质量

2018 , Li[35] 1维 2阶 2阶 修正能量 修正质量

2022 , Pan[36] 1维 4阶 2阶 无 无

2022 , Cheng[37] 2维 2阶 2阶 修正能量 无

2022 , Hu[38] 1维 谱精度 2阶 修正能量 无

2023 , Zhang[39] 1维 4阶 2阶 修正能量 无
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1绪论

1.3 研究内容

鉴于前期研究的不足, 一方面, 注意到在诸多高精度数值方法中, 显式 Runge-Kutta

(RK) 方法因其高阶精度和易于实现的特性而备受青睐. 然而, 标准 RK 方法不一定能

够满足系统所期望保留的某些物理特性. 为了解决这一问题, Ketcheson [40] 提出了松弛

Runge-Kutta (RRK)方法,该方法能够保证系统在任何内积范数下的守恒或稳定性. 随后,

RRK技术被扩展到一般的凸量上[41]. 通过在 RK更新的每一步中引入一个松弛参数,可

以强制实现对于任何凸泛函的守恒、耗散或其他属性. 不过, 这些优势的代价是必须求

解一个非线性代数系统来确定松弛参数. 然而, 对于非二次不变量的情况, 作者并未考

虑构建显式的 RRK格式. 幸运的是, 不变能量二次化 (IEQ)方法 [42, 43] 和 SAV方法 [37]

可以通过变量替换将非二次能量转化为新变量的二次形式,而由此产生的等价系统仍然

保留了关于新变量的类似能量守恒性质. IEQ 方法和 SAV 方法已被广泛应用于梯度流

模型[44–47]. 例如, 具有熔体对流的树状凝固相场模型[48] , 具有一般非线性势的梯度流方

程[49] ,外延薄膜生长模型[50] 以及基于 SAV的任意高阶无条件能量稳定格式[51]. 受到这

些发展的启发,本文结合 SAV方法和显式 RRK方法,为一维和二维 NFSWEs构造了一

种任意高阶的显式能量守恒方法.

另一方面,目前提出的算法仅能保证修正后的能量和 (或)质量守恒.值得注意的是,

平均向量场 (AVF) 方法[52, 53] 能够保持哈密顿系统的原始能量. 最近提出的分区平均向

量场 (PAVF) 方法[54] 不仅可以保持原始能量, 还有可能保持更多的守恒性质, 并已被用

于构造哈密顿常微分方程的保结构数值格式. 然而, NFSWEs的哈密顿形式的推导是构

造 PAVF格式的前提.据了解,目前对于分数阶微分方程哈密顿结构的研究还很有限. 最

近, Wang和 Huang [55] 提出了涉及分数阶拉普拉斯泛函的变分导数, 将一维非线性分数

阶薛定谔方程重构为一个哈密顿系统. Fu 和 Cai [56] 推导了二维分数阶 Klein-Gordon-

Schrödinger方程的哈密顿形式,并给出了守恒格式. 基于这些思路,本文推导了具有周期

性边界条件的二维 NFSWEs的哈密顿形式, 并通过改进的分区平均向量场 (PAVF-P)方

法成功构建了能够同时保持原始能量和质量的数值格式.

1.4 论文安排

本文结构安排如下:

第 2章简要介绍了分数阶微积分、傅里叶拟谱方法以及分区平均向量场方法.

第 3章主要分为 6节.在第 3.1节中,通过引入一个标量辅助变量,将 NFSWEs重构

为一个等价系统. 第 3.2节和第 3.3节分别在空间和时间方向上对等价系统应用傅里叶

拟谱方法以及显式 RRK方法,为二维 NFSWEs构造了一个高阶显式的能量守恒格式. 在

第 3.4节中, 进一步估计引入的松弛系数, 以确定松弛方法的精度.第 3.5节通过数值算

例验证了所提出格式的精度、守恒特性及其普适性.并在第 3.6节中对本章内容进行了

3
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简要总结.

第 4 章主要分 6 节. 首先在第 4.1 节中推导了 NFSWEs 的哈密顿结构, 接着在 4.2

节中通过使用傅里叶拟谱方法对空间方向进行半离散. 在第 4.3节中,通过使用 PAVF-P

方法对前述空间半离散系统进行离散化,得到能够同时保持原始能量和质量的数值格式,

并证明了相应的离散守恒定律. 为了比较, 在第 4.4节中给出了用于求解 NFSWEs的其

他二阶 AVF系列格式. 并在第 4.5节中,通过丰富的数值算例进一步验证了理论结果. 最

后在第 4.6节做了简要总结.

第 5章为总结与展望.
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2预备知识

2 预备知识

在引入本文主要内容之前,本章首先介绍了分数阶微积分、傅里叶拟谱方法以及分

区平均向量场方法.

2.1 分数阶微积分理论

分数阶微积分理论是数学的重要分支, 它是传统的整数阶微积分理论的推广. 最早

提出这一思想的是德国数学家 G . W . Leibniz . 他在 1695年给 L’Hôpital的信件中讨论

了 1/2阶导数. 在之后的 300多年发展中, 许多数学家为分数阶微积分理论作出了杰出

的贡献[57] . 研究者们发现,分数阶微分算子与整数阶微分算子不同,具有非局部性,非常

适合描述现实世界中具有记忆以及遗传性质的变化过程. 它已成为描述各类复杂力学与

物理行为的重要工具之一. 然而,分数数阶微分方程的解析解通常包含一些特殊函数,如

Mittag-Leffler函数、Fox函数和Wright函数等,这些函数由无穷级数定义,其解析解很难

显式给出. 因此,对分数阶微分方程寻找有效的数值模拟方法就显得尤为重要. 然而,到

目前为止, 关于分数阶微分方程的数值计算仍存在大量挑战性难题, 例如长时间历程的

计算和大空间区域的计算等. 特别地,在对空间分数阶方程进行数值求解时,如何有效逼

近分数阶拉普拉斯算子是最为关键的一步. 在过去的几十年里, 众多数学家针对这一问

题进行了深入的研究,其中,最为有效的途径是利用分数阶拉普拉斯算子与 Riesz导数在

齐次 Dirichlet边界条件下的等价性关系 [58, 59] ,即

−(−∆)α/2u(x) := − 1

2 cos απ
2

(
−∞D

α
xu(x) + xD

α
+∞u(x)

)
, (2.1)

其中 −∞D
α
xu(x)为左 Riemann-Liouville分数阶导数

−∞D
α
xu(x) =

1

Γ(2− α)

d2

dx2

∫ x

−∞

u(ξ)

(x− ξ)α−1
dξ, (2.2)

xD
α
+∞u(x)为右 Riemann-Liouville分数阶导数

xD
α
+∞u(x) =

1

Γ(2− α)

d2

dx2

∫ −∞

x

u(ξ)

(ξ − x)α−1
dξ. (2.3)

注意到, Riesz分数阶导数可以看作左右 Riemann-Liouville分数阶导数的线性组合. 基于

上述等价关系,对于分数阶拉普拉斯算子及 Riemann-Liouville分数阶导数的数值逼近已

存在很多数值方法,如有限元方法 [60, 61] ,间断伽辽金方法 [62] ,谱方法 [63, 64] ,有限差分方

法 [65, 66] 等. 其中, 分数阶中心差分方法是对 Riesz导数的一个直接离散方法, 该方法由

5
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Du等人 [67] 首次提出,随后,基于带权平均思想,更高阶 Riesz导数逼近被提出 [68, 69] . 此

外,分数阶拉普拉斯算子有下列奇异积分形式的等价性 [67]

(−∆)α/2u(x) = Cα

∫ +∞

−∞

u(x)− u(y)

|x− y|1+α
dy, (2.4)

其中常数 Cα =
α2α−1Γ(α+1

2 )
π1/2Γ(−α

2 )
.

基于上述等价性, 学者们也给出了很多数值方法[70, 71] . 在周期性边界下, 分数阶拉

普拉斯算子定义为 [72]

(−∆)α/2u(x) =
∑
k∈Z

|µk|αûkeiµkx, (2.5)

其中, x ∈ T, ûk 表示傅里叶系数,即

u =
∑
k∈Z

ûke
iµkx, ûk =

1

L

∫
T
u(x)e−iµkxdx, (2.6)

这里, µ = 2π/L,T = R/LZ表示长度为 L的一维环面.

2.2 傅里叶拟谱方法

在数值计算中,用正交函数系逼近函数是常用方法.对于周期情形,傅里叶展开是主

要形式,其表达式为

u(x) =
∞∑

n=−∞

ûke−ikx, x ∈ (0, 2π), (2.7)

其中

ûk =
1

2

∫ 2π

0

u(x)e−ikx dx. (2.8)

当函数充分光滑时,展开系数以 k−α 的速度趋于零, α是光滑性指标.函数无穷光滑

时, α可取任意正实数,称为“谱精度”. 函数 u(x)的正交函数系展开构成了物理空间和

变换空间之间的有限线性变换.如果系统在某 Hilbert空间上完备,则变换可逆.因此,函

数可由其物理空间的值或变换空间的系数表征. 实际计算中,基于傅里叶级数的方法通

常无法直接实现,因为傅里叶系数未知.为克服此困难,采用离散傅里叶级数和离散傅里

叶变换,利用物理空间的信息近似计算变换空间的量.

设 u(x)是以 2π为周期的光滑复值函数,对于序列

xj =
jπ

N
, j = 0, 1, 2, · · · , 2N − 1. (2.9)

有插值多项式

INu(x) =
2N−1∑
j=0

u (xj) gj(x), (2.10)

6
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其中 gj(x)是次数 ≤ N 且满足 gj (xi) = δij 的三角多项式, Kronnecker记号

δij =

1, i = j

0, i ̸= j
. (2.11)

通过计算可知

gj(x) =
1

2N
sinN (x− xj) cot x− xj

2
. (2.12)

利用正交性

1

2N

N−1∑
k=−N

eikxj =

1, j = 0

0, j ̸= 0
. (2.13)

故也有

gj(x) =
1

2N

N−1∑
k=−N

eik(x−xj). (2.14)

显然 INu(x)有两种表示方式

INu(x) =
1

2N

2N−1∑
j=0

u (xj) sinN (x− xj) cot x− xj
2

, (2.15)

和

INu(x) =
2N−1∑
j=0

u (xj)
1

2N

N−1∑
k=−N

eik(x−xj)

=
N−1∑
k=−N

eikx 1

2N

2N−1∑
j=0

u (xj) e−ikxj .

(2.16)

如果定义离散傅里叶系数

ũk =
1

2N

2N−1∑
j=0

u (xj) e−ikxj , (2.17)

则

INu(x) =
N−1∑
k=−N

ũkeikx. (2.18)

由于 INu(x) 满足 INu (xj) = u (xj) , j = 0, 1, 2, · · · , 2N − 1, 故建立了 2N 个复数

u (xj) , j = 0, 1, 2, · · · , 2N − 1到 2N 个 ũk, k = −N,−N + 1, · · · , N − 1之间的一个映射,

称此变换为离散傅里叶变换, 它是一个正交交换, 且它及其逆均可利用快速傅里叶变换

来实现,计算量为 O (N log2N),非常经济.

下面讨论插值多项式的微商. 根据式 (2.10) ,插值多项式可写为

INu(x) =
2N−1∑
s=0

u (xs) gs(x). (2.19)

7
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那么

dl

dxl INu (xj) =
2N−1∑
s=0

u (xs)
dl

dxl gs (xj) . (2.20)

记矩阵 Dl的分量为

(Dl)j,s =
dl

dxl gs (xj) . (2.21)

则

dl

dxl INu (xj) =
2N−1∑
s=0

u (xs)
dl

dxl gs (xj) = (Dlu)j , (2.22)

其中 u = (u (x0) , · · · , u (x2N−1))
T ,Dl = (D1)

(l),而

(D1)j,s =


(−1)j+s

2
cot xj−xs

2
, s ̸= j

0, s = j
. (2.23)

(D2)j,s =


(−1)j+s+1

2
1

sin2 xj−xs

2

, s ̸= j

2N2+1
6

, s = j
. (2.24)

另一方面

dl

dxl INu (xj) =
N−1∑
k=−N

(ik)lûkeikxj . (2.25)

上式的意义在于, 函数的求导运算在傅里叶变换的作用下, 可转化为相对简单的代

数运算. 正是基于此原理, 傅里叶拟谱方法利用离散傅里叶变换将偏微分方程中空域或

时域上的求导运算简化为频域上的代数运算,求解后再通过离散傅里叶逆变换得到空域

或时域上的结果. 在代码层面上, Matlab提供的快速傅里叶变换函数 fft、逆变换函数

ifft以及强大的矩阵运算能力也为简洁、优雅地实现傅里叶拟谱方法奠定了基础.

2.3 分区平均向量场方法

考虑以下哈密顿系统

dw

dt
= f(w) = Sk∇H(w), w(0) = w0, (2.26)

其中 w ∈ Rk , Sk 是一个 k × k的反对称矩阵, k是偶数,哈密顿量 H(w)充分光滑. 系统

(2.26)的二阶 AVF格式定义为

wm+1 − wm

τ
=

∫ 1

0

f
(
εwm+1 + (1− ε)wm

)
dε

= Sk

∫ 1

0

∇H
(
εwm+1 + (1− ε)wm

)
dε,

(2.27)
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其中 τ 是时间步长. 不妨令 k = 2d , w = (w1, w2, · · · , wd;wd+1, wd+2, · · · , w2d)
T = (y, z)T ,

则原始问题 (2.26)可描述为如下等价系统(
ẏ

ż

)
= S2d

(
Hy(y, z)

Hz(y, z)

)
, y, z ∈ Rd, (2.28)

其中 S2d是一个辛矩阵.

AVF方法得到的数值格式只能保持原始哈密顿量,而在某些系统下, PAVF系列方法

能够保持额外的原始不变量. 系统 (2.26)的 PAVF格式定义为

1

τ

(
ym+1 − ym

zm+1 − zm

)
= S2d

( ∫ 1

0
Hy (εy

m+1 + (1− ε)ym, zm) dε∫ 1

0
Hz (y

m+1, εzm+1 + (1− ε)zm) dε

)
. (2.29)

注意到 PAVF 方法 (2.29) 仅具有一阶精度[54] . 为了提高精度, 设上述 PAVF 方法

(2.29)为 Φτ ,其伴随方法 Φ∗
τ 定义如下

1

τ

(
ym+1 − ym

zm+1 − zm

)
= S2d

( ∫ 1

0
Hy (εy

m+1 + (1− ε)ym, zm+1) dε∫ 1

0
Hz (y

m, εzm+1 + (1− ε)zm) dε

)
. (2.30)

将 PAVF方法与其伴随方法相结合,得到 PAVF组合 (PAVF-C)方法

Υτ := Φ∗
τ
2
◦ Φ τ

2
, (2.31)

和 PAVF-P方法

Υ̂τ :=
1

2

(
Φ∗

τ
2
+ Φ τ

2

)
. (2.32)

可以验证, PAVF-C方法以及 PAVF-P方法均能在保持原始哈密顿量的同时,额外保持某

些系统的其他不变量,并且具有二阶精度[54] .
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3 NFSWEs的高阶显式能量守恒方法

3 NFSWEs的高阶显式能量守恒方法
本章主要考虑具有周期性边界的非线性分数阶薛定谔波动方程 (NFSWEs) 的初边

值问题:

utt + (−∆)α/2u+ iκut + β|u|2u = 0, x ∈ Ω, t ∈ (0, T ], (3.1)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω, (3.2)

u(x+L, t) = u(x, t), t ∈ [0, T ], (3.3)

其中, i =
√
−1 , 1 < α ≤ 2 , κ, β(> 0) 为实常数, u(x, t) 是未知的复值函数, u0(x) 和

u1(x)为已知的光滑函数, x ∈ Ω⊂Rd (d=1, 2) , L是周期. 分数阶拉普拉斯算子可以通

过傅里叶变换表示为

(−∆)
α
2 u(x, t) = F−1 [|ξ|αF(u(ξ, t))] , (3.4)

其中, F 和 F−1分别表示傅里叶变换及其逆变换 [74] .

设 Lp(Ω)为定义在 Ω上的可测复函数空间. 定义内积和范数如下

(u, v) =

∫
Ω

uv̄ dx, ∥u∥Lp =

(∫
Ω

|u|pdx
) 1

p

, 1 ≤ p <∞, (3.5)

其中 v̄表示 v的复共轭.

定理 3.1. 具有周期性边界条件的 NFSWEs (3.1)-(3.3)满足如下两条守恒定律:

质量守恒

G(t) = κ∥u(·, t)∥2 + 2 Im (ut, u) ≡ G(0), t ∈ (0, T ], (3.6)

能量守恒

E(t) = ∥ut(·, t)∥2 +
∥∥(−∆)

α
4 u(·, t)

∥∥2 + β

2
∥u(·, t)∥4L4 ≡ E(0), t ∈ (0, T ]. (3.7)

证明. 将方程 (3.1)与 u做内积,并取虚部,有

Im (utt, u) + Im
(
(−∆)α/2u, u

)
+ Im (iκut, u) + Im

(
β|u|2u, u

)
= 0. (3.8)

不难验证

Im (utt, u) =
d
dt Im (ut, u) , Im (iut, u) =

1

2

d
dt∥u(·, t)∥

2
L2 . (3.9)

11
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将方程 (3.9)代入方程 (3.8)得到

κ
d
dt∥u(·, t)∥

2
L2 + 2

d
dt Im (ut, u) = 0, (3.10)

此处使用了 Im
(
(−∆)α/2u, u

)
= 0 ,详见文献 [75]中引理 3.1的证明.

类似地,将方程 (3.1)与 ut做内积,并取实部,得到

Re (utt, ut) + Re
(
(−∆)α/2u, ut

)
+ Re (iκut, ut) + Re

(
β|u|2u, ut

)
= 0. (3.11)

其中 Im(·)和 Re(·)分别表示复数的虚部和实部. 容易验证

Re (utt, ut) =
1

2

d
dt ∥ut(·, t)∥

2
L2 ,Re

(
|u|2u, ut

)
=

1

4

d
dt∥u(·, t)∥

4
L4 . (3.12)

此外,有

Re
(
(−∆)α/2u, ut

)
=

1

2

d
dt
∥∥(−∆)α/4u(·, t)

∥∥2
L2 , (3.13)

参见文献 [75]中引理 3.2的证明. 将方程 (3.12)和 (3.13)代入方程 (3.11)得到

d
dt ∥ut(·, t)∥

2
L2 +

d
dt
∥∥(−∆)α/4u(·, t)

∥∥2
L2 +

1

2
β

d
dt∥u(·, t)∥

4
L4 = 0. (3.14)

其与方程 (3.10)分别意味着质量守恒 (3.6)和能量守恒 (3.7) .

□

3.1 NFSWEs的 SAV等价系统

众所周知, 所有的 RK 方法都可以保持任意线性不变量, 但只有辛 RK 方法能够保

持任意二次不变量,且不存在标准 RK方法可以保持高于二次的不变量或非多项式不变

量. 为了克服这一限制并利用松弛 RK 方法保持二次不变量的特性, 本节采用最近提出

的 SAV方法将 NFSWEs (3.1)-(3.3)以二次能量泛函的等价形式重新表述.

为了保证能量的正性, 在 β
2
∥u(·, t)∥4L4 中添加一个正常数 C0 来修改式 (3.7) 中的能

量. 鉴于 C0 已知,这种修改对于 (3.7)中系统的能量不变性没有实质性影响. 因此,此处

继续使用 E(t)表示修改后的能量,即

E(t) := ∥ut(·, t)∥2 +
∥∥(−∆)

α
4 u(·, t)

∥∥2 + β

2
∥u(·, t)∥4L4 + C0. (3.15)

在此基础上,引入一个标量辅助变量

w(t) :=
√
H(t) + C0, (3.16)

12
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这里 H(t) := β
2
∥u(·, t)∥4L4 .直接计算得到

wt =
1

2
√
H(t) + C0

dH(t)

dt

=
1

2
√
H(t) + C0

d

dt

∫
Ω

β

2
|u|4dx

=
β√

H(t) + C0

∫
Ω

|u|2 Re (uūt) dx

= Re
∫
Ω

β|u|2uūt√
H(t) + C0

dx

= Re (b(u), ut) , (3.17)

其中

b(u) := β|u|2u/
√
H(t) + C0. (3.18)

因此, NFSWEs (3.1)-(3.3)可以等价地重新表述为

ut = v, (3.19)

vt = −(−∆)α/2u− iκv − b(u)w, (3.20)

wt = Re (b(u), ut) , (3.21)

初值条件为

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = u1(x), w(0) =

√
β

2
∥u0∥4L4 + C0. (3.22)

将式 (3.19)和式 (3.20)分别与 vt , ut做内积,式 (3.21)乘以 w(t) ,然后对它们进行求

和并在 [0, t]上积分,得到重构后的修正能量守恒定律

E(t) = ∥v(·, t)∥2 +
∥∥(−∆)

α
4 u(·, t)

∥∥2 + w2(t) ≡ E(0), (3.23)

这与 NFSWEs (3.1)-(3.3)的原始能量守恒定律 (3.7)本质上是一致的.

3.2 傅里叶拟谱半离散格式

谱方法是非局部方法,这与分数阶薛定谔方程中的分数阶拉普拉斯算子的非局部性

质相契合. 傅里叶基函数是周期边界条件下的拉普拉斯算子的特征函数, 且快速傅里叶

变换的使用使编程更加简便, 可以大大减少计算量, 提高计算效率. 因此, 采用傅里叶拟

谱法对等价系统 (3.19)-(3.22)进行空间离散化.

不失一般性, 设空间维度为 2 (即 d = 2) . 对于正整数 M 和正偶数 Nx、Ny , 定义

τ = T/M , hx = L/Nx , hy = L/Ny , Ωh = {(xi, yj) | 0 ≤ i ≤ Nx − 1; 0 ≤ j ≤ Ny − 1} ,

13
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Ωτ = {tm | 0 ≤ m ≤M} , Ωτ
h = Ωh × Ωτ ,其中 xi = ihx , yj = jhy , tm = mτ . 定义数值

解在任意时间层 tm的向量形式为

Um =
(
um0,0, · · · , umNx−1,0, u

m
0,1, · · · , umNx−1,1, · · · , um0,Ny−1, · · · , umNx−1,Ny−1

)T
, (3.24)

V m =
(
vm0,0, · · · , vmNx−1,0, v

m
0,1, · · · , vmNx−1,1, · · · , vm0,Ny−1, · · · , vmNx−1,Ny−1

)T
, (3.25)

Wm = wm. (3.26)

对于定义在 Ωh上的任意网格函数 u和 v ,定义离散内积和范数如下

(u, v) = hxhy

Nx−1∑
i=0

Ny−1∑
j=0

ui,j v̄i,j, ∥u∥ = (u, u)
1
2 , ∥u∥∞ = sup

(xi,yj)∈Ωh

|ui,j| . (3.27)

设 (xi, yj)为傅里叶配置点, uN(x, y)为 u(x, y)的插值多项式函数,其中

uN(x, y) =

Nx/2∑
k1=−Nx/2

Ny/2∑
k2=−Ny/2

ũk1,k2e
iµ(k1(x+L)+k2(y+L)), (3.28)

这里 µ = π/L ,系数

ũk1,k2 =
1

Nxck1

1

Nyck2

Nx−1∑
l1=0

Ny−1∑
l2=0

u(xl1 , yl2)e
−iµ(k1(xl1

+L)+k2(yl2+L)), (3.29)

其中

ck1 =

1, if |k1| < Nx

2

2, if |k1| = Nx

2

, ck2 =

1, if |k2| < Ny

2

2, if |k2| = Ny

2

. (3.30)

因此

−(−∆)
α
2 uN (x, y) = −

Nx/2∑
k1=−Nx/2

Ny/2∑
k2=−Ny/2

∣∣(k1µ)2 + (k2µ)
2
∣∣α2 ũk1,k2eiµ(k1(x+L)+k2(y+L)).

(3.31)

将式 (3.29)代入式 (3.31)并在点 (xi, yj)处考虑方程,得到

− (−∆)
α
2 uN (xi, yj)

=
Nx−1∑
l1=0

Ny−1∑
l2=0

u(xl1 , yl2)
(
−

Nx/2∑
k1=−Nx/2

Ny/2∑
k2=−Ny/2

1

Nxck1

1

Nyck2

∣∣µ2 · k2
∣∣α2 eiµ(k1(xi−xl1)+k2(yj−yl2))

)
=(DαU)i+jNx

, (3.32)

14
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其中 µ2 · k2 = µ2 (k21 + k22) , Dα是具有以下元素的谱微分对称矩阵

(Dα)i+jNx,l1+l2Nx
= −

Nx/2∑
k1=−Nx/2

Ny/2∑
k2=−Ny/2

1

Nxck1

1

Nyck2

∣∣µ2 · k2
∣∣α2 eiµ(k1(xi−xl1)+k2(yj−yl2)).

(3.33)

将傅里叶拟谱法应用于之前的等价系统 (3.19)-(3.21) ,得到如下空间半离散系统

Ut = V, (3.34)

Vt = DαU − iκV − b(U) ·W, (3.35)

Wt = Re (b(U), Ut) , (3.36)

其初值条件为 U0, V 0,W 0 ,这里的“·”表示向量之间的点乘.

对于空间半离散系统 (3.34)-(3.36) ,有以下定理.

定理 3.2. 空间半离散系统 (3.34)-(3.36)具有半离散二次能量守恒律

dE

dt
= 0, (3.37)

其中

E(U, V,W ) := ∥V ∥2 + ∥D
α
2U∥2 + (W )2 . (3.38)

证明. 将式 (3.34)和式 (3.35)分别与 Vt和 Ut做内积,同时将式 (3.36)乘以W ,得到

以下方程

(Vt, Ut) = (Vt, V ) , (3.39)

(Vt, Ut) = (DαU,Ut)− iκ (V, Ut)−W (b(U), Ut) , (3.40)

WWt = W Re (b(U), Ut) . (3.41)

将方程 (3.39)-(3.41)相加,得到

(Vt, V ) +WWt = (DαU,Ut)− iκ (V, Ut)−W (b(U), Ut) +W Re (b(U), Ut) . (3.42)

取实部得

Re (Vt, V ) + Re (WWt) = Re (DαU,Ut) . (3.43)

注意到

Re (Vt, V ) =
1

2

d

dt
∥V ∥2, Re (WWt) =

1

2

d

dt
(W )2 , Re (DαU,Ut) = −1

2

d

dt
∥D

α
2U∥2,

(3.44)

将 (3.44)代入 (3.43)得到

d

dt

(
∥V ∥2 + ∥D

α
2U∥2 + (W )2

)
= 0. (3.45)

证毕. □
15
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3.3 显式 SAV-RRK方法

为简洁起见,引入以下符号

y = (U, V,W )T , y0 =
(
U0, V 0,W 0

)T
,

f = (f 1, f 2, f 3)T := (V,DαU − iκV − b(U) ·W,Re (b(U), Ut))
T .

(3.46)

于是,基于 SAV方法的半离散系统 (3.34)-(3.36)可以重写为{
yt = f(y), t ∈ (0, T ],

y(0) = y0.
(3.47)

设 ym是 y (tm)的近似. 系统 (3.47)的 s级显式 RK格式[76]为
Ymi = ym + τ

i−1∑
j=1

aijfmj, i = 1, . . . , s,

ym+1 = ym + τ
s∑

i=1

bifmi,
(3.48)

其中 fmj = f (Ymj) , j = 1, . . . , s . 定义矩阵 A和向量 b如下

A = (aij)s×s , aij = 0 对于 j ≥ i,

b = (b1, · · · , bs)T .
(3.49)

于是 s级显式 SAV-RK格式可以用 Butcher表表示为

c A

bT

, (3.50)

其中向量 c = (c1, c2, . . . , cs)满足 ci =
s∑

j=1

aij , i = 1, . . . , s .

然而, 众所周知, 只有特定的隐式 RK 方法才可能是辛的或代数上稳定的, 不存在

辛的或代数稳定的显式 RK 方法. 这导致任何标准显式 SAV-RK 方法都无法保持原始

问题 (3.47) 的能量守恒特性. 因此, 这里引入松弛 RK 技术. 具体而言, 考虑在区间[
t̂m, t̂m+1

]
,m ≥ 0上的单步操作, 设 ym

γ =
(
Um
γ , V

m
γ ,Wm

γ

)T
是 y

(
t̂m
)
的数值逼近, 对于

系统 (3.47) , s级显式 SAV-RRK方法定义为
Ymi = ym

γ + τ
i−1∑
j=1

aijfmj, i = 1, . . . , s,

ym+1
γ = ym

γ + γmτ
s∑

i=1

bifmi.
(3.51)

同样, s级 RRK方法 (3.51)可以用 Butcher表表示为

c A

b̃T

, (3.52)

16
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其中 b̃ = γmb , γm ̸= 0 ,并且满足
Em+1

γ = Em
γ , 若

s∑
i=1

bifmi ̸= 0,

γm = 1, 若
s∑

i=1

bifmi = 0,
(3.53)

这里

Em
γ = ∥V m

γ ∥2 + ∥D
α
2Um

γ ∥2 +
(
Wm

γ

)2
. (3.54)

显式 SAV-RRK 方法 (3.51) 的一个显著优势在于可以通过调整参数 γm 使其达到

能量守恒的目的. 实际上, 从式 (3.53) 中可知, 当
s∑

i=1

bifmi = 0 时, 取 γm = 1 . 而当
s∑

i=1

bifmi ̸= 0时,

Em+1
γ =∥V m

γ ∥2 + ∥D
α
2Um

γ ∥2 +
(
Wm

γ

)2
+
(
V m
γ , γmτ

s∑
i=1

bif
2
mi

)
+
(
γmτ

s∑
i=1

bif
2
mi, V

m
γ

)
−
(
Um
γ , D

α
(
γmτ

s∑
i=1

bif
1
mi

))
−
(
γmτ

s∑
i=1

bif
1
mi, D

αUm
γ

)
+ 2Wm

γ γmτ
s∑

i=1

bif
3
mi +

(
γmτ

s∑
i=1

bif
3
mi

)2
. (3.55)

将其与 (3.53)结合,得到

γmτ
[(
V m
γ ,

s∑
i=1

bif
2
mi

)
+
( s∑

i=1

bif
2
mi, V

m
γ

)
−
(
Um
γ , D

α
( s∑

i=1

bif
1
mi

))
−
( s∑

i=1

bif
1
mi, D

αUm
γ

)
+ 2Wm

γ

s∑
i=1

bif
3
mi

]
+ γ2mτ

2
[∥∥ s∑

i=1

bif
2
mi

∥∥2 + ∥∥D α
2

( s∑
i=1

bif
1
mi

)∥∥2 + ( s∑
i=1

bif
3
mi

)2]
= 0,

这是关于 γm的二次方程. 注意到 γm ̸= 0 ,因此可得

γm=

(
V m
γ ,

s∑
i=1

bif
2
mi

)
+
( s∑
i=1

bif
2
mi, V

m
γ

)
−
(
Um

γ , Dα
( s∑
i=1

bif
1
mi

))
−
( s∑
i=1

bif
1
mi, D

αUm
γ

)
+2Wm

γ

s∑
i=1

bif
3
mi

−τ
[∥∥ s∑

i=1

bif2
mi

∥∥2 + ∥∥D α
2

( s∑
i=1

bif1
mi

)∥∥2 + ( s∑
i=1

bif3
mi

)2] .

(3.56)

这意味着当
s∑

i=1

bifmi ̸= 0时, γm的值也可以通过式 (3.56)显式计算确定.

实际上,在 (3.53)中定义的 γm 的值在 τ → 0时接近于 1 ,这将在 3.4.1节中进一步

讨论. 因此,显式 SAV-RRK方法 (3.51)是良定的. 此外,很容易证明该方法具有以下定理

中描述的能量守恒律.
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定理 3.3. 设显式 SAV-RK方法 (3.48)的阶数至少为 2 ,则显式 SAV-RRK方法 (3.51)

的解满足

Em+1
γ = Em

γ , (3.57)

其中 Em
γ 由式 (3.54)定义.

证明. 当
s∑

i=1

bifmi = 0时,根据 (3.51)中的第二个方程可知, ym+1
γ ≡ ym

γ ,它自动满

足式 (3.57) . 对于
s∑

i=1

bifmi ≠ 0的情况,可从条件 (3.53)中得到式 (3.57) .

□

3.4 显式 SAV-RRK方法的精度

在本节中, 将讨论显式 SAV-RRK方法 (3.51)的精度. 为此, 首先估计松弛因子 γm ,

它在接下来的分析中起着关键作用. 虽然松弛因子 γm往往在不同时间层会发生变化,但

可通过类似的方式在不同步骤上进行估计. 因此, 这里只考虑做区间
[
t̂m, t̂m+1

]
内的讨

论.

3.4.1 松弛因子的估计

因为
s∑

i=1

bifmi = 0的情况很简单,本章将仅关注
s∑

i=1

bifmi ̸= 0的情况. 令

Sm(γ) =
∥∥V m

γ + γτ
s∑

i=1

bif
2
mi

∥∥2 + ∥∥D α
2

(
Um
γ + γτ

s∑
i=1

bif
1
mi

)∥∥2
+
(
Wm

γ + γτ
s∑

i=1

bif
3
mi

)2 − ∥V m
γ ∥2 − ∥D

α
2Um

γ ∥2 −
(
Wm

γ

)2
,

(3.58)

则 (3.53)中定义的 γm的值恰好是函数 Sm(γ)的非零根. 此外,关于 Sm(γ)有以下结果.

引理 3.4. 设显式 SAV-RK方法 (3.48)的阶数为 p ,则有

Sm(1) = O(τ p+1). (3.59)

证明. 类似于 [77]中引理 3.1的证明,考虑初值问题{
ỹ′ = f(ỹ), t ≥ t̂m,

ỹ
(
t̂m
)
= ym

γ ,
(3.60)

其中 ym
γ 是显式 SAV-RRK方法 (3.51)的解.

通过使用显式 SAV-RRK方法 (3.51)进行单步计算,得到数值解 ym+1
γ . 根据式 (3.58)

有

Sm(γ)=∥V m+1
γ ∥2+∥D

α
2Um+1

γ ∥2+
(
Wm+1

γ

)2−∥V m
γ ∥2−∥D

α
2Um

γ ∥2−
(
Wm

γ

)2
=∥V m+1

γ ∥2+∥D
α
2Um+1

γ ∥2+
(
Wm+1

γ

)2−∥Ṽ (t̂m)∥2−∥D
α
2 Ũ(t̂m)∥2−

(
W̃ (t̂m)

)2
.

(3.61)
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从 ym
γ 开始, 对于充分小的 τ , 显式 SAV-RK 方法 (3.48) 生成具有 p 阶精度的数值

解 ỹm+1 , 即 ỹm+1 = ỹ
(
t̂m + τ

)
+ O (τ p+1) . 值得注意的是, 当 γ = 1 时, 由式 (3.51)

定义的显式 SAV-RRK 方法将简化为由式 (3.48) 描述的显式 SAV-RK 方法. 也就是说,

ym+1
γ = ỹm+1.因此,可以得到

Sm(1) =∥Ṽ m+1∥2 + ∥D
α
2 Ũm+1∥2 +

(
W̃m+1

)2 − ∥Ṽ (t̂m)∥2 − ∥D
α
2 Ũ(t̂m)∥2 −

(
W̃ (t̂m)

)2
=∥Ṽ m+1∥2 − ∥Ṽ (t̂m + τ)∥2 + ∥Ṽ (t̂m + τ)∥2 − ∥Ṽ (t̂m)∥2

+ ∥D
α
2 Ũm+1∥2 − ∥D

α
2 Ũ(t̂m + τ)∥2 + ∥D

α
2 Ũ(t̂m + τ)∥2 − ∥D

α
2 Ũ(t̂m)∥2

+
(
W̃m+1

)2 − (W̃ (t̂m + τ)
)2

+
(
W̃ (t̂m + τ)

)2 − (W̃ (t̂m)
)2

=O
(
τ p+1

)
+ 2

∫ t̂m+τ

t̂m

[
Re
(
Vt, V

)
+ Re

(
WWt

)
− Re

(
DαU,Ut

)]
dt. (3.62)

将式 (3.43)代入方程 (3.62)即可完成证明.

□
根据引理 3.4 ,可以得到以下关于松弛因子 γm的估计.

定理 3.5. 设显式 SAV-RK方法 (3.48)的阶数为 p (p ≥ 2) ,那么式 (3.53)中定义的松

弛因子 γm满足

γm = 1 +O(τ p−1). (3.63)

证明. 根据
s∑

i=1

bifmi的值分别考虑两种情况.

情况 1:当
s∑

i=1

bifmi = 0 时, 根据式 (3.53)中 γm 的定义, 有 γm = 1 , 这显然满足式

(3.63) .

情况 2:当
s∑

i=1

bifmi ̸= 0时,由式 (3.55)可得

Sm(γ) = Em+1
γ − Em

γ

= γτ
[
(V m

γ ,

s∑
i=1

bif
2
mi) + (

s∑
i=1

bif
2
mi, V

m
γ )− (Um

γ , D
α(

s∑
i=1

bif
1
mi))− (

s∑
i=1

bif
1
mi, D

αUm
γ )

+ 2Wm
γ

s∑
i=1

bif
3
mi

]
+ γ2τ 2

[
∥

s∑
i=1

bif
2
mi∥2 + ∥D

α
2 (

s∑
i=1

bif
1
mi)∥2 + (

s∑
i=1

bif
3
mi)

2
]
.

(3.64)

注意到 Sm(γ)是 γ 的二次函数,它有非零根

γ =

τ
[
(V m

γ ,
s∑

i=1

bif
2
mi)+(

s∑
i=1

bif
2
mi, V

m
γ )−(Um

γ , Dα(
s∑

i=1

bif
1
mi))−(

s∑
i=1

bif
1
mi, D

αUm
γ )+2Wm

γ

s∑
i=1

bif
3
mi

]
−τ 2

[
∥

s∑
i=1

bif2
mi∥2+∥D α

2 (
s∑

i=1

bif1
mi)∥2+(

s∑
i=1

bif3
mi)

2

] .

(3.65)
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根据引理 3.4 ,有

Sm(1) =τ
[
(V m

γ ,

s∑
i=1

bif
2
mi) + (

s∑
i=1

bif
2
mi, V

m
γ )− (Um

γ , D
α(

s∑
i=1

bif
1
mi))− (

s∑
i=1

bif
1
mi, D

αUm
γ )

+ 2Wm
γ

s∑
i=1

bif
3
mi

]
+ τ 2

[
∥

s∑
i=1

bif
2
mi∥2 + ∥D

α
2 (

s∑
i=1

bif
1
mi)∥2 + (

s∑
i=1

bif
3
mi)

2
]
,

(3.66)

其阶数为 O(τ p+1) . 定义 f̃m = f
(
y
(
t̃m
))

,那么当 τ → 0时,有 fmi = f̃m +O(τ) . 因此,

有

τ 2
[
∥

s∑
i=1

bif
2
mi∥2 + ∥D

α
2 (

s∑
i=1

bif
1
mi)∥2 + (

s∑
i=1

bif
3
mi)

2
]

=τ 2
[
∥

s∑
i=1

bif̃
2
mi∥2 + ∥D

α
2 (

s∑
i=1

bif̃
1
mi)∥2 + (

s∑
i=1

bif̃
3
mi)

2
]
+O(τ 3)

=O(τ 2). (3.67)

将 (3.67)和 (3.66)代入 (3.65)中,得到

γ = 1 +
O(τ p+1)

−τ 2
[
∥

s∑
i=1

bif 2
mi∥2 + ∥D α

2 (
s∑

i=1

bif 1
mi)∥2 + (

s∑
i=1

bif 3
mi)

2
]

= 1 +
O(τ p+1)

O(τ 2)

= 1 +O(τ p−1). (3.68)

证毕. □

注 3.1. 定理 3.5表明,当 τ → 0时,松弛因子 γm 接近于 1 ,这意味着松弛 RK方法

可以被视为标准 RK方法的小扰动.

3.4.2 显式 SAV-RRK方法的截断误差

基于定理 3.5给出的松弛因子 γm的估计,本节进一步研究显式 SAV-RRK方法 (3.51)

的精度.

在这之前,将显式 SAV-RRK方法 (3.51)重新表示为
Ymi = ym

γ + τ
i−1∑
j=1

aijfmj, i = 1, . . . , s,

ym+1 = ym
γ + τ

s∑
i=1

bifmi,

ym+1
γ = ym+1 + (γm − 1)

(
ym+1 − ym

γ

)
.

(3.69)

前两个方程本质上构成标准的显式 SAV-RK方法.
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数值解 ym+1
γ 在 t̂m+1处可以从如下两种角度进行解释

[40].

• 增量方向技术 (IDT) 的角度: ym+1
γ 被视为对 y

(
t̂m + τ

)
的近似, 当 m ≥ 0 时,

t̂m = tm .

• 松弛技术 (RT)的角度: ym+1
γ 被视为对 y

(
t̂m + γmτ

)
的近似,当 m > 0时, t̂m 可能

不等于 tm .

值得注意的是, 对数值解 ym+1
γ 的不同解释可能导致不同的收敛结果. 参考 [78] 中

引理 2.7的证明思路,得到了以下结果.

定理 3.6. 设显式 SAV-RK方法 (3.48)的阶数为 p (p ≥ 2) ,则有

• 对于 IDT ,显式 SAV-RRK方法 (3.51)的阶数为 p− 1 .

• 对于 RT ,显式 SAV-RRK方法 (3.51)的阶数为 p .

证明. 设 t̂mi = t̂m + ciτ, i = 1, . . . , s ,则从式 (3.69)中的第二个方程可以得到

y
(
t̂m + τ

)
= y

(
t̂m
)
+ τ

s∑
i=1

bif
(
y
(
t̂mi

))
+O

(
τ p+1

)
. (3.70)

为了估计式 (3.69)中第三个方程的截断误差. 定义

ϕm(y(t)) := y
(
t̂m
)
+ τ

s∑
i=1

bif
(
y
(
t̂mi

))
,

以及

y
(
t̂m+1

)
= ϕm(y(t)) + (γm − 1)

(
ϕm(y(t))− y

(
t̂m
))

+ Tm+1. (3.71)

利用定理 3.5中给出的 γm = 1 +O (τ p−1) ,可以从 (3.70)中得到

Tm+1 =y
(
t̂m+1

)
−ϕm(y(t))−(γm − 1)

(
ϕm(y(t))−y

(
t̂m
))

=y
(
t̂m+1

)
−
(
y
(
t̂m+τ

)
−O(τ p+1)

)
−(γm − 1)

(
y
(
t̂m + τ

)
−O(τ p+1)−y

(
t̂m
))

=y
(
t̂m+1

)
−y

(
t̂m+τ

)
−(γm − 1)

(
y
(
t̂m + τ

)
−y

(
t̂m
))
+O(τ p+1)+O((γm − 1)τ p+1)

=y
(
t̂m+1

)
−y

(
t̂m+τ

)
−(γm − 1)y′ (t̂m + τ

)
τ+O((γm − 1)τ 2)+O(τ p+1)

=y
(
t̂m+1

)
−y

(
t̂m+τ

)
−(γm − 1)y′ (t̂m + τ

)
τ+O(τ p+1).

(3.72)

对于 IDT , ym+1
γ 被视为在 t̂m + τ 处的近似,因此 t̂m+1 = t̂m + τ ,这意味着

Tm+1 = − (γm − 1)y′ (t̂m + τ
)
τ +O

(
τ p+1

)
= O (τ p) .

也就是说,方法 (3.51)的阶数为 p− 1阶 (IDT角度) .
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对于 RT ,由于 ym+1
γ 被视为在 t̂m + γmτ 处的近似. 再次使用上述估计中的 Taylor展

开,有

Tm+1=y
(
t̂m+τ+(γm−1) τ

)
−y

(
t̂m+τ

)
−(γm−1) y′

(
t̂m+τ

)
τ+O(τ p+1)

=y
(
t̂m+τ

)
+(γm−1)y′ (t̂m+τ

)
τ+O((γm−1)2 τ 2)

−y
(
t̂m+τ

)
−(γm−1)y′ (t̂m+τ

)
τ+O(τ p+1)

=O(τ p+1). (3.73)

这意味着方法 (3.51)的阶数为 p阶 (RT角度) .

□

注 3.2. 在实际计算过程中, IDT角度的阶数可能高于预期,甚至可以达到 RT角度的

阶数,这可以在算例 3.1中观察到.

注 3.3. 本章提出的方法很容易拓展到其他类似的分数阶方程,例如非线性分数阶波

动方程和分数阶 Klein-Gordon-Schrödinger方程等,详见算例 3.3-3.4 .

3.5 数值算例

本节中将通过数值算例展示显式 SAV-RRK方法 (3.51)的精度和守恒性质.

值得注意的是, 尽管可以通过结合不同的显式 Runge-Kutta 方法来构造更高阶的显

式 SAV-RRK方法. 但事实上,这一点却很难做到,这是因为更高阶公式提高的精度,已被

所需要的计算量产生的误差抵消. 也就是说,更高阶的计算公式与四阶公式相比,没有实

质上的改进. 不失一般性,本章在计算中选用以下的显式 RK方法[79].

• RK(2, 2):二级二阶 Heun方法

0 0 0
2
3

2
3

0
1
4

3
4

. (3.74)

• RK(3, 3):三级三阶 Heun方法

0 0 0 0
1
3

1
3

0 0
2
3

0 2
3

0
1
4

0 3
4

. (3.75)
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• RK(4, 4):四级四阶 Gill方法

0 0 0 0 0
1
2

1
2

0 0 0
1
2

√
2−1
2

1−
√
2
2

0 0

1 0 −
√
2
2

1 +
√
2
2

0
1
6

2−
√
2

6
2+

√
2

6
1
6

. (3.76)

值得一提的是,本章的主要关注点是时间方向的精度.因此,这里没有展示空间方向

的精度. 另外,鉴于数值算例中能量的固有正性,在计算中简单地设置常数 C0 = 0.

时间方向上的误差和收敛阶通过以下方式计算

Error(τ) = ∥UM
N − U2M

N ∥∞, order = log2

[
Error(τ)

Error(τ/2)

]
. (3.77)

为了展示守恒性能,定义相对能量误差

REm
γ =

∣∣∣∣Em
γ − E0

γ

E0
γ

∣∣∣∣ , (3.78)

其中 Em
γ 表示时刻 tm处的离散能量.

算例 3.1. 考虑如下一维 NFSWEs[34]

 utt + (−∆)α/2u+ iut + |u|2u = 0, (x, t) ∈ (−25, 25)× (0, T ],

u(x, 0) = (1 + i)xe−10(1−x)2 , ut(x, 0) = 0.
(3.79)

不失一般性, 取 α = 1.5, T = 1. 表 3.1 展示了标准 SAV-RK、SAV-RRK(RT) 和

SAV-RRK(IDT) 方法在时间方向上的误差和收敛阶. 可以看到, 所有 SAV-RRK(RT) 方

法的收敛阶与标准 SAV-RK 方法保持一致, 而 SAV-RRK(IDT) 方法则表现不同. SAV-

RRK(IDT)(2 , 2) 和 SAV-RRK(IDT)(4 , 4) 展示出了比定理 3.6 中预期更高的收敛阶, 而

SAV-RRK(IDT)(3 , 3) 并没有出现升阶现象. 如图 3.1所示, 这种不同的现象可能归因于

偶数阶 SAV-RRK方法的 max
m

|γm − 1|相较于理论分析提高了一个阶.
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表 3.1当N = 32 , T = 1时,算例 3.1在时间方向的误差 (Error)和收敛阶 (order).

RK(级,阶) τ

SAV-RK SAV-RRK(RT) SAV-RRK(IDT)

Error(τ ) order Error(τ ) order Error(τ ) order

RK(2 , 2)

0.1 1.8552E-04 - 1.9063E-04 - 2.0325E-04 -

0.05 4.6601E-05 1.9931 4.7240E-05 2.0126 5.0585E-05 2.0065
0.025 1.1671E-05 1.9974 1.1750E-05 2.0074 1.2387E-05 2.0298
0.0125 2.9200E-06 1.9990 2.9294E-06 2.0040 2.9549E-06 2.0677
0.00625 7.3022E-07 1.9996 7.3130E-07 2.0021 6.6665E-07 2.1481

RK(3 , 3)

0.1 7.6862E-06 - 2.9857E-06 - 1.7245E-04 -

0.05 9.5269E-07 3.0122 3.9037E-07 2.9352 4.3389E-05 1.9907

0.025 1.1866E-07 3.0052 5.0077E-08 2.9626 1.0873E-05 1.9966

0.0125 1.4809E-08 3.0023 6.3449E-09 2.9805 2.7208E-06 1.9986

0.00625 1.8497E-09 3.0011 7.9858E-10 2.9901 6.8049E-07 1.9994

RK(4 , 4)

0.1 3.7701E-07 - 3.8894E-07 - 7.0733E-07 -

0.05 2.3572E-08 3.9994 2.3939E-08 4.0221 4.4585E-08 3.9878
0.025 1.4730E-09 4.0003 1.4843E-09 4.0115 2.8080E-09 3.9889
0.0125 9.2041E-11 4.0003 9.2397E-11 4.0058 1.7743E-10 3.9842
0.00625 5.7518E-12 4.0002 5.7630E-12 4.0029 1.1309E-11 3.9718
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图 3.1算例 3.1的一些松弛格式所对应的 maxm |γm − 1|和 maxm |Sm(1)|.

此外,为估计松弛因子 γm ,在图 3.1中还展示了在不同时间步长 τ 下的 max
m

|Sm(1)|
的计算结果. 从中可以看出上述两个量的阶数与理论分析相符.这证实了引理 3.4和定理

3.5中的理论结果. 值得一提的是,当取不同的 α的值时,可以得到类似的结果.

使用 SAV-RRK(4 , 4)方法,在长时间模拟 (T = 1000)中,针对不同 α取值的相对能

量误差如图 3.2所示. 这表明所提出的格式捕捉到了原始问题的保结构现象,并且其守恒

性能明显优于 SAV方法[37]和三层线性隐式差分法 (Line-Impl)[32].
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(b) α = 1.6
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(c) α = 1.9
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(d) α = 2

图 3.2当N = 32 , τ = 0.01时,算例 3.1取不同 α对应的相对能量误差.
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图 3.3算例 3.2的一些松弛格式所对应的 maxm |γm − 1|和 maxm |Sm(1)|.
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表 3.2当N = 4, T = 1时,算例 3.2在时间方向的误差 (Error)和收敛阶 (order).

RK(级,阶) τ

SAV-RK SAV-RRK(RT) SAV-RRK(IDT)

Error(τ ) order Error(τ ) order Error(τ ) order

RK(2 , 2)

0.1 3.0217E-03 - 3.0102E-03 - 1.5692E-02 -

0.05 7.4615E-04 2.0178 7.4702E-04 2.0106 9.6213E-03 0.7057

0.025 1.8513E-04 2.0109 1.8587E-04 2.0069 5.2472E-03 0.8747

0.0125 4.6090E-05 2.0060 4.6341E-05 2.0039 2.7312E-03 0.9420

0.00625 1.1497E-05 2.0032 1.1569E-05 2.0021 1.3923E-03 0.9721

RK(3 , 3)

0.1 1.2581E-04 - 3.9379E-05 - 3.2535E-03 -

0.05 1.6180E-05 2.9589 5.5726E-06 2.8210 7.9304E-04 2.0365

0.025 2.0532E-06 2.9783 7.4443E-07 2.9041 1.9546E-04 2.0205

0.0125 2.5863E-07 2.9889 9.6210E-08 2.9519 4.8500E-05 2.0108

0.00625 3.2454E-08 2.9944 1.2228E-08 2.9760 1.2078E-05 2.0056

RK(4 , 4)

0.1 7.9185E-06 - 8.0508E-06 - 3.4013E-05 -

0.05 4.9103E-07 4.0113 4.9644E-07 4.0194 3.3898E-06 3.3268

0.025 3.0531E-08 4.0075 3.0805E-08 4.0104 3.6901E-07 3.1995

0.0125 1.9026E-09 4.0042 1.9182E-09 4.0054 4.2681E-08 3.1120

0.00625 1.1873E-10 4.0022 1.1966E-10 4.0027 5.1191E-09 3.0596
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(c) α = 1.9
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(d) α = 2

图 3.4当N = 4, τ = 0.01时,算例 3.2取不同 α对应的相对能量误差.
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3 NFSWEs的高阶显式能量守恒方法

算例 3.2. 考虑如下二维 NFSWEs

utt + (−∆)α/2u+ iut + |u|2u = 0, (x, y, t) ∈ Ω× [0, T ], (3.80)

初值条件为

u(x, y, 0) = sech
(
x2 + y2

)
,

ut(x, y, 0) = sin(x+ y) sech
(
−2
(
x2 + y2

))
,

(3.81)

其中 Ω = [−5, 5]× [−5, 5].

取 α = 1.5 , T = 1 ,表 3.2和图 3.3分别展示了时间方向上的收敛阶以及对松弛因

子 γ 相关的理论验证. 可以观察到,与一维算例 3.1不同,在二维情况下, SAV-RRK(IDT)

方法未出现任何升阶现象.

为了展示所提出的方法在能量守恒方面的有效性,在图 3.4中绘制了取不同的 α时,

使用 SAV-RRK(4 , 4)方法进行长时间模拟 (T = 100)的相对能量误差. 结果显示,所提出

的方法可以在离散层面上精确地保持能量,且其能量守恒性能显著优于 SAV方法 [37].

算例 3.3. 考虑二维非线性分数阶波动方程[80] utt + (−∆)
α
2 u+ F ′(u) = 0, (x, y, t) ∈ Ω× (0, T ],

u(x, y, 0) = 1
2

arctan
(

exp
(
−
√
x2 + y2

))
, ut(x, y, 0) = 0,

(3.82)

其中 Ω = (−10, 10)× (−10, 10) ,势能 F (u) = u2
(
1
4
u2 − 1

2

)
.

取 α = 1.5和 T = 1 ,表 3.3展示了标准 SAV-RK、SAV-RRK(RT)和 SAV-RRK(IDT)

方法在时间方向上的误差和收敛阶. 此外,图 3.5展示了长时间模拟 (T = 100)的相对能

量误差,这些数据是通过 SAV-RRK(4 , 4)方法计算获得. 结果表明,本章所提出的方法对

非线性分数阶波动方程也是有效的.

表 3.3当N = 4, T = 1时,算例 3.3在时间方向的误差 (Error)和收敛阶 (order).

RK(级,阶) τ

SAV-RK SAV-RRK(RT) SAV-RRK(IDT)

Error(τ ) order Error(τ ) order Error(τ ) order

RK(2 , 2)

0.1 1.3395E-03 - 3.3870E-03 - 2.1470E-02 -

0.05 3.4360E-04 1.9628 8.1480E-04 2.0555 1.0960E-02 0.9701

0.025 8.6945E-05 1.9826 1.9951E-04 2.0300 5.5113E-03 0.9918

0.0125 2.1865E-05 1.9915 4.9347E-05 2.0154 2.7600E-03 0.9977

0.00625 5.4823E-06 1.9958 1.2270E-05 2.0078 1.3807E-03 0.9993

RK(3 , 3)

0.1 3.5168E-05 - 4.3927E-05 - 3.8213E-04 -

0.05 4.3533E-06 3.0141 5.4825E-06 3.0022 8.0473E-05 2.2475

0.025 5.3902E-07 3.0137 6.8378E-07 3.0032 1.8560E-05 2.1163

0.0125 6.7058E-08 3.0068 8.5344E-08 3.0022 4.4475E-06 2.0611

0.00625 8.3615E-09 3.0036 1.0659E-08 3.0012 1.0883E-06 2.0309

RK(4 , 4)

0.1 5.3561E-07 - 3.2716E-06 - 3.7745E-05 -

0.05 3.6438E-08 3.8777 2.0654E-07 3.9855 4.8050E-06 2.9737

0.025 2.3735E-09 3.9403 1.2898E-08 4.0012 6.0237E-07 2.9958

0.0125 1.5146E-10 3.9700 8.0476E-10 4.0024 7.5303E-08 2.9999

0.00625 9.5636E-12 3.9853 5.0241E-11 4.0016 9.4105E-09 3.0004
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(a) α = 1.3
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(b) α = 1.6

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

time(s)

10-16

10-14

10-12

10-10

10-8

10-6

10-4

R
e
l
a
t
i
v
e
 
e
n
e
r
g
y
 
e
r
r
o
r

SAV-RRK(4,4)
SAV-RRK(3,3)
SAV-RRK(2,2)
SAV-RK(4,4)
SAV-RK(3,3)
SAV-RK(2,2)

(c) α = 1.9
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(d) α = 2

图 3.5当N = 4, τ = 0.01时,算例 3.3取不同 α对应的相对能量误差.

算例 3.4. 考虑二维分数阶 Klein-Gordon-Schrödinger方程[56]i∂tu− 1
2
(−∆)

α
2 u+ uϕ = 0, (x, y, t) ∈ Ω× (0, T ],

∂ttϕ+ (−∆)
β
2 ϕ+ ϕ− |u|2 = 0, (x, y, t) ∈ Ω× (0, T ],

(3.83)

初值条件为

u(x, y, 0) = (1 + i) exp
(
−|x|2

)
, ϕ(x, y, 0) = sech

(
|x|2

)
,

∂tϕ(x, y, 0) = sin(x+ y) sech
(
−2|x|2

)
,

(3.84)

其中 Ω = [−10, 10]× [−10, 10].

与前面的算例类似,表 3.4列出了前述方法在 α = β = 1.5时的数值误差和时间方向

的上收敛阶.
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3 NFSWEs的高阶显式能量守恒方法

表 3.4当N = 4, T = 1时,算例 3.4在时间方向的误差 (Error)和收敛阶 (order).

RK(级,阶) τ

SAV-RK SAV-RRK(RT) SAV-RRK(IDT)

Error(τ ) order Error(τ ) order Error(τ ) order

RK(2 , 2)

0.1 1.1875E-03 - 1.8837E-03 - 9.5325E-03 -

0.05 2.7648E-04 2.1026 5.0394E-04 1.9023 6.7134E-03 0.5058

0.025 6.6514E-05 2.0555 1.3036E-04 1.9508 3.8805E-03 0.7908

0.0125 1.6300E-05 2.0288 3.3151E-05 1.9754 2.0757E-03 0.9026

0.00625 4.0339E-06 2.0146 8.3587E-06 1.9877 1.0723E-03 0.9529

RK(3 , 3)

0.1 8.7748E-05 - 1.9567E-04 - 3.1789E-03 -

0.05 1.1471E-05 2.9354 2.4630E-05 2.9900 8.2646E-04 1.9435

0.025 1.4684E-06 2.9657 3.0916E-06 2.9940 2.1079E-04 1.9712

0.0125 1.8580E-07 2.9824 3.8731E-07 2.9968 5.3231E-05 1.9854

0.00625 2.3370E-08 2.9911 4.8471E-08 2.9983 1.3375E-05 1.9927

RK(4 , 4)

0.1 3.0741E-06 - 4.0627E-06 - 1.0278E-04 -

0.05 1.9959E-07 3.9450 2.6020E-07 3.9647 1.3195E-05 2.9615

0.025 1.2698E-08 3.9744 1.6461E-08 3.9825 1.6711E-06 2.9811

0.0125 8.0044E-10 3.9876 1.0350E-09 3.9913 2.1024E-07 2.9906

0.00625 5.0238E-11 3.9939 6.4882E-11 3.9957 2.6365E-08 2.9953
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(a) α, β = 1.3

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

time(s)

10-16

10-14

10-12

10-10

10-8

10-6

10-4

R
e
l
a
t
i
v
e
 
e
n
e
r
g
y
 
e
r
r
o
r

SAV-RRK(4,4)
SAV-RRK(3,3)
SAV-RRK(2,2)
SAV-RK(4,4)
SAV-RK(3,3)
SAV-RK(2,2)

(b) α, β = 1.6
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(c) α, β = 1.9
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(d) α, β = 2

图 3.6当N = 4, τ = 0.01时,算例 3.4取不同 α对应的相对能量误差.
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图 3.6 中绘制了取不同的 α 和 β 时, 使用 SAV-RRK(4 , 4) 方法进行长时间模拟

(T = 100)的相对能量误差. 结果显示,所提出的方法可以在离散层面上精确地保持二维

分数阶 Klein-Gordon-Schrödinger方程的能量,这再次说明本章提出的 SAV-RRK方法的

有效性和普适性.

3.6 小结

本章考虑了具有周期性边界条件的二维非线性分数阶薛定谔波动方程,首先通过标

量辅助变量方法将其转化为一个等价系统,其四次形式的能量被重新表述为三个二次项

的和. 随后,结合显式松弛 Runge-Kutta方法成功构造了一个在时间方向可达任意高阶的

显式能量守恒数值格式. 最后, 通过一系列数值实验验证了该格式对于其他类似的守恒

问题也是有效的,如分数阶 Klein-Gordon-Schrödinger方程等,且在长时间仿真中表现出

良好的数值稳定性.
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4保 NFSWEs原始能量和质量的守恒方法

4 保 NFSWEs原始能量和质量的守恒方法
据了解,目前针对 NFSWEs的数值方法只能保修正后的能量和 (或)质量. 注意到最

近提出的分区平均向量场系列方法不仅可以保持原始能量,还有可能保持更多的守恒物

理量, 并且已被用于构造哈密顿常微分方程的守恒数值格式[54] . 因此, 本章旨在借助改

进的平均向量场方法为 NFSWEs构建能同时保持原始能量和质量的数值方法.

4.1 NFSWEs的哈密顿结构

哈密顿结构是构建 PAVF系列格式的前提. 基于此,本节首先推导了 NFSWEs的哈

密顿结构.

设

u = p+ iq, ut = φ+ iψ, (4.1)

其中 p, q, φ, ψ均为实函数. 那么, NFSWEs (3.1)-(3.3)可以重写为

φt + iψt + (−∆)
α
2 p+ i (−∆)

α
2 q + iκφ− κψ + β

(
p2 + q2

)
(p+ iq) = 0. (4.2)

分离实部和虚部,得到

φt + (−∆)
α
2 p− κψ + β

(
p2 + q2

)
p = 0,

ψt + (−∆)
α
2 q + κφ+ β

(
p2 + q2

)
q = 0. (4.3)

即, NFSWEs (3.1)-(3.3)可以重写为一个等价的耦合系统

φt = − (−∆)
α
2 p+ κψ − β

(
p2 + q2

)
p, (4.4)

ψt = − (−∆)
α
2 q − κφ− β

(
p2 + q2

)
q, (4.5)

pt = φ, (4.6)

qt = ψ, (4.7)

其中 p, q, φ, ψ满足周期性边界条件.

为了得到 NFSWEs (3.1)-(3.3)的哈密顿形式,引入以下两个重要引理.

引理 4.1. [56]给定 1 < α ≤ 2 ,那么对于任何实周期函数 p, q ∈ L2(Ω) ,有∫
Ω

(−∆)
α
2 pqdx =

∫
Ω

(−∆)
α
4 p(−∆)

α
4 qdx =

∫
Ω

p(−∆)
α
2 qdx. (4.8)
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证明. 根据 Plancherel定理,有∫
Ω

(−∆)
α
2 pqdx = (2L)2

∑
l1∈Z

∑
l2∈Z

∣∣v2l1 + v2l2
∣∣α2 p̂l1,l2 q̂l1,l2

= (2L)2
∑
l1∈Z

∑
l2∈Z

∣∣v2l1 + v2l2
∣∣α4 p̂l1,l2 ∣∣v2l1 + v2l2

∣∣α4 q̂l1,l2
= (2L)2

∑
l1∈Z

∑
l2∈Z

p̂l1,l2
∣∣v2l1 + v2l2

∣∣α2 q̂l1,l2 .
(4.9)

于是 ∫
Ω

(−∆)
α
2 pqdx =

∫
Ω

(−∆)
α
4 p(−∆)

α
4 qdx =

∫
Ω

p(−∆)
α
2 qdx. (4.10)

证毕. □

引理 4.2. [55]对于形如以下形式的泛函

F [g] =

∫
Ω

f
(
g(x), (−∆)

α
4 g(x)

)
dx, (4.11)

其中 f 是 Ω上的光滑函数,其变分导数

δF

δg
=
∂f

∂g
+ (−∆)

α
4

∂f

∂
(
(−∆)

α
4 g
) . (4.12)

证明. 令 ϕ(x)为具有周期性边界条件的任意函数. 由于分数阶拉普拉斯算子是线

性算子,根据变分导数的定义,有∫
Ω

δF

δg
ϕ(x)dx =

[
d

dµ

∫
Ω

f
(
g + µϕ, (−∆)

α
4 g + µ(−∆)

α
4 ϕ
)
dx

]
µ=0

=

∫
Ω

(
∂f

∂g
ϕ+

∂f

∂
(
(−∆)

α
4 g
)(−∆)

α
4 ϕ

)
dx

=

∫
Ω

(
∂f

∂g
ϕ+

(
(−∆)

α
4

∂f

∂
(
(−∆)

α
4 g
))ϕ) dx

=

∫
Ω

(
∂f

∂g
+ (−∆)

α
4

∂f

∂
(
(−∆)

α
4 g
))ϕdx,

(4.13)

其中使用了式 (4.8) . 基于 ϕ(x)的任意性,通过变分法基本引理,可以得到式 (4.12) .

□
基于上述引理,可以得到以下结果.

定理 4.3. 设

G = κ

∫
Ω

(
p2 + q2

)
dx+ 2 Im

(∫
Ω

(φ+ iψ)(p− iq)dx
)
, (4.14)

H =
1

2

∫
Ω

(
(φ2 + ψ2) +

(
(−∆)

α
4 p
)2

+
(
(−∆)

α
4 q
)2

+
β

2
(p2 + q2)2

)
dx. (4.15)
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那么等价系统 (4.4)-(4.7)具有以下两个守恒定律

d

dt
G = 0,

d

dt
H = 0. (4.16)

证明. 将式 (4.4)和式 (4.5)分别与 q和 p做内积,得到

qφt = −(−∆)
α
2 pq + κψq − β

(
p2 + q2

)
pq,

pψt = −(−∆)
α
2 qp− κφp− β

(
p2 + q2

)
qp,

(4.17)

两式做差,有

qφt − pψt = κψq + κφp, (4.18)

由于 pt = φ, qt = ψ,显然 ψpt = φqt,注意到

Im
(∫

Ω

(φ+ iψ)(p− iq)dx
)

=

∫
Ω

Im ((φ+ iψ)(p− iq)) dx =

∫
Ω

(ψp− φq) dx, (4.19)

于是有
d

dt
G = 2κ

∫
Ω

(ppt + qqt) dx+ 2

∫
Ω

(ψtp+ ψpt − φtq − φqt) dx

= 2κ

∫
Ω

(pφ+ qψ)dx+ 2

∫
Ω

(ψtp− φtq) dx

. (4.20)

根据 qφt − pψt = κψq + κφp,可得
d

dt
G = 0. (4.21)

类似地,注意到引理 4.1 ,将方程 (4.4)-(4.7)与 φt, ψt, pt,−qt分别做内积,可以推导出

第二个守恒定律.

□

定理 4.4. NFSWEs (3.1)-(3.3)可以被重构为以下哈密顿系统
φt

ψt

pt

qt

 = J


δH/δφ

δH/δψ

δH/δp

δH/δq

 , (4.22)

其中能量泛函H定义如式 (4.15) ,哈密顿算符

J =


0 κ −1 0

−κ 0 0 −1

1 0 0 0

0 1 0 0

 . (4.23)
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证明. 注意到

(−∆)
α
4 ((−∆)

α
4 u(x, t)) = F−1

[
|σ|

α
2 F(F−1

[
|σ|

α
2 F(u(σ, t))

]
)
]

= F−1
[
|σ|

α
2 |σ|

α
2 F(u(σ, t))

]
= F−1 [|σ|αF(u(σ, t))]

= (−∆)
α
2 u(x, t), (4.24)

并应用引理 4.2中的分数阶变分原理,得到

δH
δp

=
1

2

(
2(−∆)

α
2 p+ 2 · β

2

(
p2 + q2

)
· 2p
)

= (−∆)
α
2 p+ β

(
p2 + q2

)
p, (4.25)

δH
δq

=
1

2

(
2(−∆)

α
2 q + 2 · β

2

(
p2 + q2

)
· 2q
)

= (−∆)
α
2 q + β

(
p2 + q2

)
q, (4.26)

δH
δφ

= φ, (4.27)

δH
δψ

= ψ. (4.28)

结合 NFSWEs (3.1)-(3.3)的等价形式 (4.4)-(4.7) ,可得到
φt

ψt

pt

qt

 =


0 κ −1 0

−κ 0 0 −1

1 0 0 0

0 1 0 0




δH/δφ

δH/δψ

δH/δp

δH/δq

 . (4.29)

证毕. □

4.2 傅里叶拟谱半离散格式

鉴于周期性边界条件,选择傅里叶拟谱法离散等价系统 (4.4)-(4.7) ,得到如下的空间

半离散系统

Φt = DαP + κΨ− β
(
P 2 +Q2

)
· P, (4.30)

Ψt = DαQ− κΦ− β
(
P 2 +Q2

)
·Q, (4.31)

Pt = Φ, (4.32)

Qt = Ψ, (4.33)

其中 P 2 = P · P .

简洁起见,定义向量

Y =
(
ΦT ,ΨT , P T , QT

)
, (4.34)
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则上述半离散系统可重写为如下哈密顿形式

dY

dt
= f(Y ) = S∇H(Y ), (4.35)

哈密顿能量定义如下

H(Y ) =
1

2

(
(ΦTΦ+ΨTΨ)−P TDαP −QTDαQ+

β

2
(P 2 +Q2)T (P 2 +Q2)

)
, (4.36)

其中 S 是具有以下形式的反对称矩阵

S =


0 κI −I 0

−κI 0 0 −I
I 0 0 0

0 I 0 0

 . (4.37)

此外,定义质量

G(Y ) = κ∥P∥2 + κ∥Q∥2 + 2ΨTP − 2ΦTQ. (4.38)

定理 4.5. 半离散系统 (4.30)-(4.33)具有质量和能量守恒定律

dG(Y )

dt
= 0,

dH(Y )

dt
= 0. (4.39)

证明. 根据式 (4.38) ,可以推导出

dG(Y )

dt
= 2hxhy

(
κP TPt + κQTQt +ΨT

t P +ΨTPt − ΦT
t Q− ΦTQt

)
= 2hxhy

(
κP TΦ+ κQTΨ+P TDαQ− κP TΦ− βP T

(
P 2 +Q2

)
·Q

+ΨTΦ−QTDαP − κQTΨ+ βQT
(
P 2 +Q2

)
· P − ΦTΨ

)
= 0. (4.40)

基于矩阵 S 的反对称性质,并结合式 (4.35) ,有

dH(Y )

dt
= ∇H(Y )Tf(Y ) = ∇H(Y )TS∇H(Y ) = 0. (4.41)

证毕. □

4.3 PAVF-P方法

对于 NFSWEs (3.1)-(3.3) , 如表 1.1所示存在许多保结构的方法, 但其中大多数只保

持修正后的能量和 (或)质量.本节旨在基于等价哈密顿系统 (4.35) ,借助 PAVF-P方法[54]

为 NFSWEs构建能够同时保持原始能量和质量的数值格式.
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4.3.1 PAVF-P格式

应用 PAVF方法到哈密顿系统 (4.35) ,可得 NFSWEs (3.1)-(3.3)的全离散格式

δtΦ
m =

∫ 1

0

κHΨ

(
Φm+1, εΨm+1 + (1− ε)Ψm, Pm, Qm

)
dε

−
∫ 1

0

HP

(
Φm+1,Ψm+1, εPm+1 + (1− ε)Pm, Qm

)
dε, (4.42)

δtΨ
m =−

∫ 1

0

κHΦ

(
εΦm+1 + (1− ε)Φm,Ψm, Pm, Qm

)
dε

+

∫ 1

0

HQ

(
Φm+1,Ψm+1, Pm+1, εQm+1 + (1− ε)Qm

)
dε, (4.43)

δtP
m =

∫ 1

0

HΦ

(
εΦm+1 + (1− ε)Φm,Ψm, Pm, Qm

)
dε, (4.44)

δtQ
m =

∫ 1

0

HΨ

(
Φm+1, εΨm+1 + (1− ε)Ψm, Pm, Qm

)
dε. (4.45)

该数值格式可以进一步整合为如下傅里叶拟谱 PAVF(FPAVF)格式

δtΦ
m = κΨm+ 1

2+DαPm+ 1
2 − β

4

(
(Pm+1)3 + (Pm)2 · Pm+1 + (Pm+1)2 · Pm

+ (Pm)3 + 2Pm+1 · (Qm)2 + 2Pm · (Qm)2
)
, (4.46)

δtΨ
m =− κΦm+ 1

2+DαQm+ 1
2 − β

4

(
(Qm+1)3 + (Qm)2 ·Qm+1 + (Qm+1)2 ·Qm

+ (Pm)3 + 2Qm+1 · (Pm+1)2 + 2Qm · (Pm+1)2
)
, (4.47)

δtP
m = Φm+ 1

2 , (4.48)

δtQ
m = Ψm+ 1

2 . (4.49)

其中 δtΦ
m = Pm+1−Pm

τ
, Φm+ 1

2 = Pm+1+Pm

2
. Ψm, Pm以及 Qm具有类似定义.

通过将 (4.46)-(4.47)分别与 δtP
m和 δtQ

m做内积,即可证明 FPAVF格式的能量守恒

性质. 不幸的是,此格式并不能保证质量守恒,这将在数值算例中被反映出来.

FPAVF格式 (4.46)-(4.49)的伴随格式为

δtΦ
m = κΨm+ 1

2+DαPm+ 1
2 − β

4

(
(Pm+1)3 + (Pm)2 · Pm+1 + (Pm+1)2 · Pm

+(Pm)3 + 2Pm+1 · (Qm+1)2 + 2Pm · (Qm+1)2
)
, (4.50)

δtΨ
m =− κΦm+ 1

2+DαQm+ 1
2 − β

4

(
(Qm+1)3 + (Qm)2 ·Qm+1 + (Qm+1)2 ·Qm

+(Qm)3 + 2Qm+1 · (Pm)2 + 2Qm · (Pm)2
)
, (4.51)

δtP
m = Φm+ 1

2 , (4.52)

δtQ
m = Ψm+ 1

2 . (4.53)
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将 FPAVF格式 (4.46)-(4.49)与其伴随 FPAVF格式 (4.50)-(4.53)相结合,得到傅里叶

拟谱 PAVF-P(FPAVF-P)格式如下

δtΦ
m = κΨm+ 1

2+DαPm+ 1
2 − β

4

(
(Pm+1)3 + (Pm)2 · Pm+1 + (Pm+1)2 · Pm

+(Pm)3 + Pm+1 · (Qm)2 + Pm · (Qm)2 + Pm+1 · (Qm+1)2 + Pm · (Qm+1)2
)
,

(4.54)

δtΨ
m =− κΦm+ 1

2+DαQm+ 1
2 − β

4

(
(Qm+1)3 + (Qm)2 ·Qm+1 + (Qm+1)2 ·Qm

+(Qm)3 +Qm+1 · (Pm+1)2 +Qm · (Pm+1)2 +Qm+1 · (Pm)2 +Qm · (Pm)2
)
,

(4.55)

δtP
m = Φm+ 1

2 , (4.56)

δtQ
m = Ψm+ 1

2 . (4.57)

4.3.2 离散守恒律

定理 4.6. FPAVF-P格式 (4.54)-(4.57)在离散层面上具有以下质量和能量守恒律

Gm+1 = Gm, Hm+1 = Hm, 0 ≤ m ≤M − 1, (4.58)

其中离散质量

Gm = κ∥Pm∥2 + κ∥Qm∥2 + 2 (Ψm)T Pm − 2 (Φm)T Qm, (4.59)

离散能量

Hm =
1

2
[((Φm)TΦm + (Ψm)TΨm)−(Pm)TDαPm − (Qm)TDαQm

+
β

2
((Pm)2 + (Qm)2)T ((Pm)2 + (Qm)2)]. (4.60)

证明. 将式 (4.54)与 Qm+1 +Qm做内积,得到

(Qm+1 +Qm)T δtΦ
m

= (Qm+1 +Qm)TκΨm+ 1
2+(Qm+1 +Qm)TDαPm+ 1

2

− (Qm+1 +Qm)T
β

4

(
(Pm+1)3 + (Pm)2 · Pm+1 + (Pm+1)2 · Pm

+(Pm)3 + Pm+1 · (Qm)2 + Pm · (Qm)2 + Pm+1 · (Qm+1)2 + Pm · (Qm+1)2
)
. (4.61)

同样,将式 (4.55)与 Pm+1 + Pm做内积,得到

(Pm+1 + Pm)T δtΨ
m

=− (Pm+1 + Pm)TκΦm+ 1
2+(Pm+1 + Pm)TDαQm+ 1

2

− (Pm+1 + Pm)T
β

4

(
(Qm+1)3 + (Qm)2 ·Qm+1 + (Qm+1)2 ·Qm

+(Qm)3 +Qm+1 · (Pm+1)2 +Qm · (Pm+1)2 +Qm+1 · (Pm)2 +Qm · (Pm)2
)
. (4.62)
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将 (4.62)与 (4.61)相减,推导出

(Qm+1 +Qm)T δtΦ
m − (Pm+1 + Pm)T δtΨ

m

= (Qm+1 +Qm)TκΨm+ 1
2 + (Pm+1 + Pm)TκΦm+ 1

2 . (4.63)

注意到

δtP
m = Φm+ 1

2 , δtQ
m = Ψm+ 1

2 ,

可以得到

(Qm+1 +Qm)T δtΦ
m−(Pm+1 + Pm)T δtΨ

m

=(Qm+1 +Qm)TκδtQ
m + (Pm+1 + Pm)TκδtP

m. (4.64)

即

(Qm+1 +Qm)T (Φm+1 − Φm)− (Pm+1 + Pm)T (Ψm+1 −Ψm)

= κ(∥Qm+1∥2 − ∥Qm∥2) + κ(∥Pm+1∥2 − ∥Pm∥2). (4.65)

将式 (4.56)和式 (4.57)交叉相乘

((Qm+1)TΦm+1 − (Pm+1)TΨm+1)− ((Qm)TΦm − (Pm)TΨm)

= ((Qm)TΦm+1 − (Pm)TΨm+1)− ((Qm+1)TΦm − (Pm+1)TΨm). (4.66)

将式 (4.66)代入式 (4.65) ,得到

κ∥Pm+1∥2 + κ∥Qm+1∥2 + 2(Pm+1)TΨm+1 − 2(Qm+1)TΦm+1

= κ∥Pm∥2 + κ∥Qm∥2 + 2(Pm)TΨm − 2(Qm)TΦm, (4.67)

这意味着

Gm+1 = Gm. (4.68)

类似地, 通过将 (4.54)-(4.55) 分别与 δtP
m 和 δtQ

m 做离散内积并求和, 可以得到离

散能量守恒律

Hm+1 = Hm. (4.69)

证毕. □
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4.4 其他 AVF系列方法

为了比较,本节也给出了用于求解 NFSWEs (3.1)-(3.3)的以下两个二阶 AVF系列格

式.

• 傅里叶拟谱 AVF(FAVF)格式

δtΦ = DαPm+ 1
2 + κΨm+ 1

2 − β

12

(
3(Pm+1)3 − 5(Pm+1)2 · Pm

− 5(Pm)2 · Pm+1 + 19(Pm)3 − 6Qm+1 ·Qm · Pm + 2Qm+1 ·Qm · Pm+1

+ 3(Qm+1)2 · Pm+1 + (Qm)2 · Pm+1 − 7(Qm+1)2 · Pm + 19(Qm)2 · Pm
)
, (4.70)

δtΨ = DαQm+ 1
2 − κΦm+ 1

2 − β

12

(
3(Qm+1)3 − 5(Qm+1)2 ·Qm

− 5(Qm)2 ·Qm+1 + 19(Qm)3 − 6Pm+1 · Pm ·Qm + 2Pm+1 · Pm ·Qm+1

+ 3(Pm+1)2 ·Qm+1 + (Pm)2 ·Qm+1 − 7(Pm+1)2 ·Qm + 19(Pm)2 ·Qm
)
, (4.71)

δtP = Φm+ 1
2 , (4.72)

δtQ = Ψm+ 1
2 . (4.73)

• 傅里叶拟谱 PAVF-C(FPAVF-C)格式

1

τ
(Φ∗ − Φm) =

1

2
κ(Ψ∗ +Ψm)+

1

2
Dα(P ∗ + Pm)− β

4

(
(P ∗)3 + (Pm)2 · P ∗

+(P ∗)2 · Pm + (Pm)3 + 2P ∗ · (Qm)2 + 2Pm · (Qm)2
)
, (4.74)

1

τ
(Ψ∗ −Ψm) =− 1

2
κ(Φ∗ + Φm)+

1

2
Dα(Q∗ +Qm)− β

4

(
(Q∗)3 + (Qm)2 ·Q∗

+(Q∗)2 ·Qm + (Qm)3 + 2Q∗ · (P ∗)2 + 2Qm · (P ∗)2
)
, (4.75)

1

τ
(P ∗ − Pm) =

1

2
(Φ∗ + Φm), (4.76)

1

τ
(Q∗ −Qm) =

1

2
(Ψ∗ +Ψm), (4.77)

1

τ

(
Φm+1 − Φ∗) =1

2
κ(Ψm+1 +Ψ∗)+

1

2
DαPm+ 1

2 − β

4

(
(Pm+1)3 + (P ∗)2 · Pm+1

+(Pm+1)2 · P ∗ + (P ∗)3 + 2Pm+1 · (Qm+1)2 + 2P ∗ · (Qm+1)2
)
,

(4.78)
1

τ

(
Ψm+1 −Ψ∗) =− 1

2
κ(Φm+1 + Φ∗)+

1

2
DαQm+ 1

2 − β

4

(
(Qm+1)3 + (Q∗)2 ·Qm+1

+(Qm+1)2 ·Q∗ + (Q∗)3 + 2Qm+1 · (P ∗)2 + 2Q∗ · (P ∗)2
)
, (4.79)

1

τ

(
Pm+1 − P ∗) =1

2
(Φm+1 + Φ∗), (4.80)

1

τ

(
Qm+1 −Q∗) =1

2
(Ψm+1 +Ψ∗), (4.81)

39



四川师范大学硕士学位论文

其中 Φ∗,Ψ∗, P ∗, Q∗ 可理解为从前一层迭代得到的中间变量, 作为计算后续层变量的输

入.

注 4.1. 类似 FPAVF-P 格式 (4.54)-(4.57) , 容易证明上述 FPAVF 格式 (4.46)-(4.49) 、

FAVF格式 (4.70)-(4.73)和 FPAVF-C格式 (4.74)-(4.81)均在离散层面上保持原始能量,但

不保持原始质量. 离散能量的形式与 (4.60)中定义的相同.

注 4.2. 值得强调的是, 用于求解 NFSWEs (3.1)-(3.3)的其他现有方法仅保持修正后

的能量和 (或)质量. 例如 SAV方法 [37] 仅保持修正后的能量,三层线性隐式差分格式 [34]

保持修正后的能量和质量. 然而, 所提出的 FPAVF-P 格式 (4.54)-(4.57) 在离散层面上同

时保持原始质量和能量,这是本章的主要贡献之一. 此外, FPAVF-P格式 (4.54)-(4.57)在

时间方向具有二阶精度,在空间方向具有谱精度.

4.5 数值算例

本节给出了一些数值算例, 为了展示守恒性能, 通过以下方式计算能量和质量的相

对误差

RHm =
∣∣(Hm −H0

)
/H0

∣∣ , RGm =
∣∣(Gm −G0

)
/G0

∣∣ , (4.82)

其中 Hm, Gm 分别表示 tm 时刻的离散能量和质量. 在计算过程中为了获得数值误差,采

用以下误差函数

E(τ) =
∥∥UM

N − U2M
N

∥∥
∞ =

∥∥∥∥U ( T

M
,
L

N

)
− U

(
T

2M
,
L

N

)∥∥∥∥
∞
,

E(N) =
∥∥UM

N − UM
2N

∥∥
∞ =

∥∥∥∥U ( T

M
,
L

N

)
− U

(
T

M
,
L

2N

)∥∥∥∥
∞
. (4.83)

计算时间方向和空间方向的收敛阶

order =

 log2[E(τ)/E(τ/2)],在时间方向

log2[E(N)/E(2N)],在空间方向.
(4.84)

算例 4.1. 考虑一维 NFSWEs

utt + (−∆)α/2u+ iut + |u|2u = 0, (x, t) ∈ Ω× (0, T ], (4.85)

初值条件为 u(x, 0) = (1 + i)xe−10(1−x)2 以及 ut(x, 0) = 0.

基于离散守恒律 (4.58) , 有 Gm ≡ G0 和 Hm ≡ H0 , 并且 G0, H0 仅依赖于给定的

初值函数 u(x, 0) 和 ut(x, 0). 很容易验证初值函数 u(x, 0) 在 x 远离 x = 1 的地方呈指

数衰减趋向于零. 这意味着初值函数在有界区间 Ω 之外可以忽略不计. 考虑到机器精
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度的限制, 此处, 取 Ω = (−25, 25). 基于守恒律 (3.6) 和 (3.7) , 利用高斯数值积分, 立

即得到任意 α 下的原始质量 G(0) = 0.812482096009503 , 以及 α = 2 时的原始能量

E(0) = 4.56197648980619.

首先计算上述四种格式 (FPAVF-P、FPAVF、FAVF和 FPAVF-C格式)在 T = 1, α = 1.5

以及 α = 2.0 时的收敛阶, 见图 4.1-4.2. 很容易发现这四种格式在空间方向均具有谱精

度,而 FPAVF格式在时间方向表现出一阶精度,其他格式则表现出二阶精度.
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图 4.1当 α = 1.5时,算例 4.1中四种格式的收敛阶.
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图 4.2当 α = 2.0时,算例 4.1中四种格式的收敛阶.
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图 4.3显示了几种格式在不同 α值下,通过 N = 512和 τ = 0.01计算的离散能量演

化情况 (T=500). 可以观察到,特别是在 α = 2时, FPAVF-P、FPAVF、FAVF和 FPAVF-C

格式计算得到的离散能量均一致收敛到原始能量,而 SAV方法 [37] 和三层线性隐式差分

格式 (Line-Impl) [34] 的性能较差. 这一现象与后两者仅保持修正后的能量而不是原始能

量的理论分析是一致的.
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(b) α = 1.6
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(c) α = 1.9
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(d) α = 2.0

图 4.3当N = 512, τ = 0.01 ,算例 4.1取不同 α时的离散能量.

类似地,图 4.4显示了在不同 α值下,通过 N = 512和 τ = 0.01计算的离散质量演

化情况 (T=500).需要强调的是 SAV方法不具有质量守恒. 可以看到, FPAVF-P格式收敛

到原始质量,其他方法的性能则相对较差,特别是 FAVF格式,而三层线性隐式差分格式

保持了修正后的质量. 此外,基于 FPAVF-C格式的离散质量显示出小幅度的频繁振荡.

42



4保 NFSWEs原始能量和质量的守恒方法

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
time(s)

0.8121

0.8122

0.8123

0.8124

0.8125

0.8126

0.8127

0.8128

D
is

cr
et

e 
m

as
s

FPAVF-P
FPAVF-C
FAVF
Line-Impl
original

480 485 490 495 500
0.812482

0.81248205

0.8124821

0.81248215

(a) α = 1.3

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
time(s)

0.8121

0.8122

0.8123

0.8124

0.8125

0.8126

0.8127

0.8128

D
is

cr
et

e 
m

as
s

FPAVF-P
FPAVF-C
FAVF
Line-Impl
original

480 485 490 495 500
0.812482

0.81248205

0.8124821

0.81248215

(b) α = 1.6
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(c) α = 1.9
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(d) α = 2.0

图 4.4当N = 512, τ = 0.01 ,算例 4.1取不同 α时的离散质量.

表 4.1当 α = 2.0时,算例 4.1在时刻 t = tm的离散能量Hm.

t FAVF FPAVF FPAVF-C SAV Line-Impl FPAVF-P

0 4.561976489785 4.561976489785 4.561976489785 4.457414815200 4.453861069486 4.561976489785

10 4.561976489785 4.561976489785 4.561976489785 4.457414815200 4.453861069486 4.561976489785

100 4.561976489785 4.561976489785 4.561976489782 4.457414815197 4.453861069489 4.561976489785

200 4.561976489785 4.561976489785 4.561976489779 4.457414815195 4.453861069492 4.561976489785

300 4.561976489785 4.561976489785 4.561976489776 4.457414815192 4.453861069494 4.561976489785

400 4.561976489785 4.561976489785 4.561976489772 4.457414815190 4.453861069497 4.561976489785

500 4.561976489785 4.561976489785 4.561976489768 4.457414815187 4.453861069500 4.561976489785

原始能量: 4.561976489806

更准确地说,表 4.1-4.4显示了在 t = tm 时取不同 α下的离散能量 Hm 和离散质量

Gm 的值,这些值是通过取 N = 512和 τ = 0.01获得的.从表 4.1可以看出,提出的四种
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格式均保持了原始能量, 而 SAV格式和三层线性隐式差分格式仅保持了修正后的能量.

类似地, 从表 4.2-4.4观察到 FPAVF-P格式收敛到原始质量, 其他方法性能较差, 而三层

线性隐式差分格式仅保持了修正后的质量.

表 4.2当 α = 1.3时,算例 4.1在时刻 t = tm的离散质量 Gm.

t FAVF FPAVF FPAVF-C Line-Impl FPAVF-P

0 0.812482096011643 0.812486108372853 0.812481093228288 0.812269212105079 0.812482096009232

10 0.812481652913507 0.815448411130831 0.812482228623069 0.812269212105449 0.812482096009234

100 0.812479701090339 0.815337307670638 0.812482081439882 0.812269212105119 0.812482096009236

200 0.812476755660814 0.815352772611703 0.812482091028916 0.812269212105298 0.812482096009256

300 0.812471706145304 0.815369448311709 0.812482102752682 0.812269212105193 0.812482096009262

400 0.812466871593141 0.815375406648485 0.812482112407629 0.812269212105361 0.812482096009263

500 0.812463332390332 0.815391313914498 0.812482125179718 0.812269212105409 0.812482096009261

原始质量: 0.812482096009503

表 4.3当 α = 1.6时,算例 4.1在时刻 t = tm的离散质量 Gm.

t FAVF FPAVF FPAVF-C Line-Impl FPAVF-P

0 0.812482096014526 0.812487932904355 0.812480637459791 0.812191342790779 0.812482096009232

10 0.812479542844467 0.815290680597744 0.812482338980161 0.812191342790869 0.812482096009234

100 0.812471993678066 0.814964610988901 0.812482077830270 0.812191342790519 0.812482096009245

200 0.812465076996841 0.814934135072654 0.812482168949170 0.812191342790438 0.812482096009252

300 0.812461964307183 0.815026734196011 0.812482132284732 0.812191342790211 0.812482096009255

400 0.812456227758388 0.815045189971354 0.812482132454783 0.812191342790067 0.812482096009255

500 0.812447472460440 0.815097180030255 0.812482122664758 0.812191342789578 0.812482096009251

原始质量: 0.812482096009503

表 4.4当 α = 2.0时,算例 4.1在时刻 t = tm的离散质量 Gm.

t FAVF FPAVF FPAVF-C Line-Impl FPAVF-P

0 0.812482096027426 0.812492566135382 0.812479480708946 0.812007279829162 0.812482096009232

10 0.812501574603936 0.815690689466538 0.812482208549750 0.812007279829185 0.812482096009233

100 0.812485179319911 0.815559529804266 0.812482224295188 0.812007279829068 0.812482096009234

200 0.812436598720768 0.815737264057778 0.812482177481325 0.812007279828906 0.812482096009234

300 0.812395565737519 0.815914179675223 0.812482122649446 0.812007279828999 0.812482096009235

400 0.812353830841431 0.816227202656059 0.812482101787071 0.812007279828969 0.812482096009235

500 0.812317849493374 0.816336221770707 0.812482109657662 0.812007279829037 0.812482096009234

原始质量: 0.812482096009503

对于 α ̸= 2的原始能量计算比较困难,于是从相对误差的角度验证了离散守恒定律,
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见图 4.5-4.6. 同样, 图中显示 FPAVF-P 格式在保持原始质量守恒方面具有最佳性能. 随

着 α的增加,它在保持原始能量方面的性能将更好.这些观察与之前的理论结果一致.
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(b) α = 1.6
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(c) α = 1.9

图 4.5当N = 512, τ = 0.01时,算例 4.1取不同 α时的相对质量误差.
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(b) α = 1.6
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(c) α = 1.9

图 4.6当N = 512, τ = 0.01 ,算例 4.1取不同 α时的相对能量误差.
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(b) N = 16

图 4.7当 α = 1.5时,算例 4.2中四种格式的收敛阶.
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图 4.8当 α = 2.0时,算例 4.2中四种格式的收敛阶.
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(b) α = 1.6
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(c) α = 1.9
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(d) α = 2.0

图 4.9当N = 64, τ = 0.01 ,算例 4.2取不同 α时的离散质量.
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(b) α = 1.6
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(c) α = 1.9
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(d) α = 2.0

图 4.10当N = 64, τ = 0.01 ,算例 4.2取不同 α时的离散能量.

算例 4.2. 考虑如下二维 NFSWEs

utt + (−∆)α/2u+ iut + |u|2u = 0, (x, y, t) ∈ Ω× [0, T ], (4.86)

初值条件为

u(x, y, 0) = sech
(
x2 + y2

)
,

ut(x, y, 0) = sin(x+ y) sech
(
−2
(
x2 + y2

))
,

(4.87)

其中 Ω = [−5, 5]× [−5, 5].

与一维情况类似, 首先计算 FPAVF-P、FPAVF、FAVF 和 FPAVF-C 格式在 α = 1.5

和 α = 2.0 时的收敛阶. 如图 4.7-4.8 所示, 这四种格式在空间方向上均具有谱精度, 而

FPAVF格式在时间方向上只有一阶精度,其他格式在时间方向则表现出二阶精度. 注意

到原始质量 G(t)与 α无关,通过高斯数值积分,得到原始质量G(0) = 3.14159265323701.

类似地,可以得到 α = 2时的原始能量 E(0) = 3.22697078976648.
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与一维问题不同,二维情况下没有三层线性隐式格式,因此只比较了 SAV方法与本

章提出的 FPAVF-P、FAVF和 FPAVF-C格式的性能. 图 4.9-4.10中展示了在不同 α下通

过 N = 64和 τ = 0.01计算的离散质量和离散能量 (T=100). 更加详细的比较结果见表

4.5-4.8 ,观察这些数据,可得到与一维问题同样符合理论分析的结果.

表 4.5当 α = 2.0时,算例 4.2在时刻 t = tm的离散能量Hm.

t FAVF FPAVF FPAVF-C SAV FPAVF-P

0 3.22697078740176 3.22697078740176 3.22697078740173 3.21234862767094 3.22697078740176

10 3.22697078740176 3.22697078740176 3.22697078740168 3.21234862767062 3.22697078740176

20 3.22697078740176 3.22697078740176 3.22697078740172 3.21234862767066 3.22697078740176

40 3.22697078740175 3.22697078740176 3.22697078740182 3.21234862767033 3.22697078740176

60 3.22697078740176 3.22697078740176 3.22697078740191 3.21234862767035 3.22697078740176

80 3.22697078740176 3.22697078740175 3.22697078740199 3.21234862767073 3.22697078740176

100 3.22697078740175 3.22697078740176 3.22697078740207 3.21234862767045 3.22697078740176

原始能量: 3.22697078976648

表 4.6当 α = 1.3时,算例 4.2在时刻 t = tm的离散质量 Gm.

t FAVF FPAVF FPAVF-C FPAVF-P

0 3.14159297667455 3.14159361842152 3.14159241227909 3.14159265358976

10 3.14160952253933 3.13595374862870 3.14166505643569 3.14159265358963

20 3.14161343543099 3.14421089321261 3.14158965037808 3.14159265358952

40 3.14157539023564 3.14362067013654 3.14159917106759 3.14159265358932

60 3.14150249358846 3.14217508702013 3.14159868539556 3.14159265358912

80 3.14143174175214 3.14159826267015 3.14158946625201 3.14159265358895

100 3.14135672071641 3.14328710863969 3.14158227319751 3.14159265358880

原始质量: 3.14159265323701

表 4.7当 α = 1.6时,算例 4.2在时刻 t = tm的离散质量 Gm.

t FAVF FPAVF FPAVF-C FPAVF-P

0 3.14159297668940 3.14159361814729 3.14159241218683 3.14159265358976

10 3.14163389358031 3.13754191888209 3.14160072631792 3.14159265358928

20 3.14161716177523 3.14433222488425 3.14159044899067 3.14159265358919

40 3.14149554093894 3.14475213344308 3.14160500647197 3.14159265358901

60 3.14139997924855 3.14288256207779 3.14160023436812 3.14159265358885

80 3.14127488637752 3.14241392600216 3.14158768432513 3.14159265358871

100 3.14115287766347 3.14489331385338 3.14159412822417 3.14159265358860

原始质量: 3.14159265323701
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表 4.8当 α = 2.0时,算例 4.2在时刻 t = tm的离散质量 Gm.

t FAVF FPAVF FPAVF-C FPAVF-P

0 3.14159297725470 3.14159361919902 3.14159241149324 3.14159265358976

10 3.14168000260412 3.14369215006721 3.14160070161208 3.14159265358976

20 3.14164544531849 3.14521250122401 3.14158745249453 3.14159265358976

40 3.14150535695500 3.14531702832209 3.14160031804829 3.14159265358976

60 3.14136438511727 3.14552013864766 3.14159560564481 3.14159265358976

80 3.14118013227991 3.14739329967543 3.14158800109644 3.14159265358976

100 3.14101125059928 3.15011874273391 3.14154787019595 3.14159265358976

原始质量: 3.14159265323701

图 4.11中记录了相对质量误差随时间的变化. 可以观察到, FPAVF-P格式在原始质

量上收敛得很好,其他三种方法性能较差,尤其是 FAVF格式和 FPAVF格式 (FPAVF格式

的结果未显示,因为它更为糟糕).

此外,从图 4.12中相对能量误差随时间的变化可以看出,本章提出的三种格式都能

很好地保持原始能量,而 SAV方法只能保持修正的能量. 这些现象再次验证了理论结果

的正确性.
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(c) α = 1.9

图 4.11当N = 64, τ = 0.01 ,算例 4.2取不同 α时的相对质量误差.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
time(s)

10-16

10-15

10-14

10-13

10-12

10-11

10-10

R
el

at
iv

e 
en

er
gy

 e
rr

or

FPAVF-P
FPAVF-C
FAVF
FPAVF
SAV

(a) α = 1.3

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
time(s)

10-16

10-15

10-14

10-13

10-12

10-11

10-10

R
el

at
iv

e 
en

er
gy

 e
rr

or

FPAVF-P
FPAVF-C
FAVF
FPAVF
SAV

(b) α = 1.6

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
time(s)

10-16

10-15

10-14

10-13

10-12

10-11

10-10

R
el

at
iv

e 
en

er
gy

 e
rr

or

FPAVF-P
FPAVF-C
FAVF
FPAVF
SAV

(c) α = 1.9

图 4.12当N = 64, τ = 0.01 ,算例 4.2取不同 α时的相对能量误差.
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最后,分别在图 4.13-4.16中展示了 α = 1.3, 1.6, 1.99, 2时二维非线性分数阶薛定谔

波动方程的演化过程 (取 N = 128, τ = 0.01). 可以观察到,阶数 α将显著影响波的形状,

当 α变大时,波的形状变化更快.特别地,当 α → 2时,数值解收敛到整数阶非线性薛定

谔波动方程 [15, 24, 25].
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图 4.13当 α = 1.3时,算例 4.2的波传播图.
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图 4.14当 α = 1.6时,算例 4.2的波传播图.
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图 4.15当 α = 1.99时,算例 4.2的波传播图.
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图 4.16当 α = 2.0时,算例 4.2的波传播图.

4.6 小结

在本章中, 首先推导出了非线性分数阶薛定谔波动方程的哈密顿系统, 基于等价的

哈密顿系统,通过将改进的分区平均向量场方法与傅里叶拟谱方法结合构建了一个保结

构数值格式. 理论分析和数值结果表明,所提出的方法能够有效地保持原始能量和质量.
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5 总结与展望

5.1 本文总结

针对具有周期性边界的 NFSWEs 初边值问题, 本文提出了两类新的保结构数值方

法：SAV-RRK方法和 PAVF-P方法. SAV-RRK方法是显式格式，且具有任意高阶时间精

度, 弥补了现有保结构方法在时间精度上未能超过二阶甚至是完全隐式的不足. 该思想

也被推广用于数值求解分数阶 Klein-Gordon-Schrödinger方程等类似方程,展示了其普适

性. PAVF-P方法能够同时保持连续系统的原始能量和质量守恒，有效克服了现有方法仅

能守恒修正后能量或质量的局限性. 数值实验结果表明这两类方法在长时间数值仿真中

具有良好的适用性.

5.2 研究展望

在本文的基础上及研究过程中,发现存在以下改进空间:

(1) 边界条件的多样性: 本文仅考虑了具有周期性边界条件的问题,后续研究可考虑将其

扩展至包括 Dirichlet、Neumann 及混合型边界条件, 以增强数值方法的通用性和适

应性.

(2) 稳定性与收敛性分析: 本文主要关注守恒性的研究,在稳定性与收敛性方面的分析尚

显不足. 后续研究将重点对提出的数值方法进行深入的稳定性与收敛性分析,以增强

结果的可信度和实施的有效性.

(3) 空间离散精度的影响: 本文主要集中于对时间离散的精度分析,尚未充分探讨空间离

散精度是否会对数值结果产生影响. 未来的工作将评估不同精度的空间离散方法对

数值解的影响,以期对数值方法的准确性和稳定性进行更加全面的评估.
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